Google 



This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose legal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journey from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing tliis resource, we liave taken steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's system: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each file is essential for in forming people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can't offer guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on the web 

at |http: //books .google .com/I 



S 057 ti(7 



a- 



RENDICONTI 



DEL 



RCOLO MATEMATICO 



DI PALERMO 



ire MmUm. PmUrmo, t. XVni (1904). parte 1*. — Sump«u> U $ febbrajo 1904. 



Rhdazione : 30, via Ruggiero Scttimo — Palerino. 



Tl 



P<>Orafia Matematioa, 7, via ViUareale, Palermo. 

Proio-Compotitorc : Gaitamo Simatou. 



RENDICONTI 



DEL 



CIRCOLO MATEMATICO 



DI PALERMO 



TOMO XVIII. — ANNO 1904. 



PARTE prima: MEMORIE E COMUNICAZIONI. 



■ . -• ; - • 

< • * > • « ^' «. 









• 1 1 •.<*,•,*.• • • ' * - ■ * \ I 



*• «*». -* ■;:*'«■*'• 



PALERMO, 

5£D£ BELLA SOCIETA 

30, via Ruggiero Settimo, 30. 

1904 



117430 

















• • 
• • 
• • 


• •• 

• • 

■ • 


• 

• • 

• • 


• • 


• • 

• 




• 
• 
• 


• 

• 
• 




























• 


• • 


• • • 


• • 


• 




• 


• 




























• 


• • 


• • 


• ' 


• 




• 


• • • 














• • • • 

• I 

I ••• • 


* • 
• 


» • 

• • 
» • 


• • 

• • 

• • 

• • 
• • 


• 
• 


• 
• 
• 


• 
• 


• *•• 

• • a 

• • • 


■ 
• * 

• • 

• • 
••• 


• • • • 

• • 
• • • 

• 

• • 


• • • 

.• •• 

• • • 

' • • • • 

• ■ • 


• • 

• 

• 

• 

• 


• •• 
••• 


• 
• 
• 


• • 

• < 


• 1 


• •• < 

• • » • « 

r • • • •! 




> • •• 










• 


• 


• 


• • 


• • , 


:•: 


• • • 


• 


r 


A 


• • 


• 


• 


















• 


• 




• • 


% 


• 


• 


• 


• 


• • • 


• 


• 


















• • 




• • 


• • 
••• 


•• 


• • 


• 


• 


• 


• • 


• 


• 




















• 
• 




• • 

• • 


■ • 
• • 


• 
• • • 


• • 
• 


• 
• 


• 
• 


■ 
• 











CIRCOLO MATEMATICO DI PALERMO 

(Societi fondata il 2 marzo 1884). 



STATUTO DELIA SOCIETA 

discusso ed approvato dalV Assembled generale dei sod del di 26 febbrajo 1888. 



Soopo delta Soolett. — 8ede. 

Art. I. — La societi sdentifica Circolo Matematico di Palermo ha p^r bcopo 1^* 
cremento e la difFusione delle scienze matematiche in Italia. 

Art. 2. — A tal fine, il Circolo : a) tiene adunanze nella sua sede ; h) pubblica 
una rivista periodica di matematica col titolo: R$ndiconti del Circolo Matematico di 
Palermo. Potril inoltre istituire concorsi a pretni e farsi promotore di congressi sden- 
tifid nelle vane dtti del Regno. 

Art. 3. — La sede della Sodeti h in Palermo, ed h inamovibile. 

Del 8ocL — Amnieelone. — Contrlbiizionl. 

Art. 4. — II Circolo si compone di due categoric di sod: residenti e non resin 
denti, Nella prima si comprendono cdoro che hanno in Palermo dimora abituale. Gli 
stranieri possono far parte della sodetii. 

Art. 5. — II numero dd sod residenti t non residenti k illimitato. 

Art. 6. — Per Tam^nissione al Circolo ^ necessario: i^ Essere proposto, in una 
adunanza, da due sod (residenti o non residenti) mediante domanda, per iscritto, al 
Presidente; 2° ottenere, nell'adunanza seguente, i suffragi della maggioranza dd sod 
presenti. 

Art. 7. — Ogm sodo residente ^ tenuto al pagamento : i^ di una tassa d'entrata 
di L. 10, da pagarsi all'atto dell*ammissione ; 2° di una contribuxione annua di L. 15, 
da pagarsi a quadrimestri antidpati, al i^ gennajo, al i^ tnaggio ed al 1° settembre 
di ogni anno. II nuovo ammesso cominceril a pagare dal prindpio dell*atmo in corso. 

Art. 8. — Ogni sodo non residente h tenuto al pagamento ddla sola contribu- 
^ione annua di L. 1$, da versarsi, antidpatamente, al i^ genua jo di ogni aimo. II 
nuovo ammesso cominceri a pagare dall'anno in corso. 

Art. 9. — Le dinussioni da sodo dd Circolo non sono valide se il dimissionario 
non abbia soddisfatto I'intera contribuzione annua. Esse dovranno essere dirette al Prer 
sidente che ne dari partedpazione alia Sodeti nell'adunanza pid vidua. Chi si & 
dimesso pu6, dietro domanda da lui sottoscritta, rientrare nella Sodeti, mediante la 
▼otadone di cui all' Art. 6. 

Art. 10. — n sodo moroso, trascorsi 6 mesi dall'epoca staHlita per il pagamento, 
sari, dietro awertimento preventivo del tesoriere, radiato dall'denco da sod. 

Art. II. — n vcrsamento, in unica volta, di L. 300 conferisce il titolo di socio 
perbetuo, ed esonera dal pagamento della contribuzione annua. In caso di sdoglimento 
della Sodeti non si ha alcun diritto a rimborso. 

Art. 12. — n sodo residente, per il fatto dd trasfcrimento della sua dimora aM- 
tualc, 6 ascritto fta i non residenti, senza potcr ripetere il rimborso della tassa di en- 
trata. £ tenuto al pagamento della medesima il sodo non residente che acquista, per 
la prima volta, la qualiti di residente. 

Mmi, Ckt. UmUm. PmUtwm, u XVIH (1904). — Suaptto U 15 mAno 1904. « 
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Art. i). — Tutti i sod, residenti e non reddenti, riceveranno gratuitamente i 
lUndicoHti dd Grcola Ogni nuovo ammcsso ha diritto al volume in corso di stampa 
all*epoca della sua ammissione. 

DellUfncIo dl PrMldeua. 

Art. 14. — La rappresentanza e la direzione amministrativa della Sodeti spetta 
^*Ufficio di Presidenia, costituito dag^ uffidali della Sodeti: i presidente, i vice- 
presidente, 2 segretari, 2 vice-segretari, i tesoriere, 2 bibliotecari, eletd dai sod resi- 
denti, nel proprio seno, a scrutinio segreto. L*Uffido di Presideaza rimane in carica 
due anni. Tutti i suoi membri sono rieliggibili 

Art. 15. — Per Telezione dell^Uffido di Presidenza si terri apposita adunanza 
straordinaria nella i* domenica di gennajo. Prendoiio parte alia votazione soltanto i 
sod presenti. Ove durante il biennio rimanga vacante una carica ddrUfHdo di Pre- 
sidenza, i sod residenti saranno convocati in apposita adunanza straordinaria per Te- 
lezione dd titoUre. 

Del CoMlglto DIrettlvo. 

Art. 16. — La direzione sdentifica della Sodeti k affidata ad un ConsigUo Di- 
rsttivo, il quale funziona da Coraitato di redazione della rivista periodica « Rendiconti 
dil Circolo Mattmatico di Palermo m^ secondo le normc di un suo regolamento interno. 

Art. 17. — II Consiglio Direttivo h composto di 20 membri, 5 residenti e 15 non 
residenti, detti dall*intera sodetii a scrutinio segreto. In ognuna delle due categorie 
lisultano detti i sod che ri]>ortano mag^or numero di vod. Qualora Tdezione, per 
pariti di voti, riusdsse indedsa fra due o pifi candidati, si procederi a votazioni di 
tialiottaggio, alle quaU prenderanno parte soltanto i sod presenti all*adunanza. II 
Consiglio Direttivo rimane in carica tre anni. Tutti i suoi membri sono rieUggibili. 

Art. 18. — Per Telezione dd Consiglio Direttivo si terri apposita adunanza stra- 
ordinaria nella terza domenica di gennajo. — Ogni sodo non residente, come ogni 
sodo residente che non possa intervenire alia detta adunanza, invierik, in una lettera 
da Im sottoscritta e diretta al Presidente, una scheda chiusa e suggdlata indicante 20 
nomi di sod, dd quali: 5 residenti e 15 non residenti. Saranno considerate nuUe 
le schede che non soddisfano a tutte le condizioni sopra stabilitc o che pcrvcngano 
all'Uffido di Presidenza dopo le ore 3 pomeridiane del suindicato giomo. Lo spoglio 
delle schede sari fatto dal Presidente assistito dai segretari. 

Art. 19. — Non vi ^ incompatibility di carica fra i membri dell'Uffido di Presi- 
denza ed i membri residenti dd Consiglio Diretdvo. 

Art. 20. — Entrando in carica, il Consiglio Direttivo delegherii uno dd suoi 
membri residenti a dirigere la pubblicazione dd Rendiconti. 

Delle adananze. 

Art. 21. — Le adunanze ordinarie del Circolo si terranno la seconda e la quarta 
domenica del mese. La sodetii prende due mesi di vacanza : settcmbre ed ottobre. II 
Presidente, ove lo reputi opportuno, pu6, in ogni tempo, convocare i sod residenti in 
adunanza straordinaria. 

Art. 22. — Nelle adunanze, in caso di assenza dd Presidente e dd Vice Presi- 
dente, il piCi anziano di eti fra i sod presenti funzioneri da Presidente. In caso di 
assenza dd Segretari e dd Vice Segretari, chi presicde inviteri uno dd sod presenti 
a fame le ved. 

Art. 23. — Entro il mese di gennajo, di ogni anno, il Presidente convochcri i 
sod residenti in apposita adunanza straordinaria per la revisione dd conti dell*anno 
decorso e Tapprovazione dd bilancio di previsione. 

Art. 24. — Nelle adunanze dd Circolo non h ammessa alcuna comunicazione o 
discussione sopra argomenti estrand all'indole scientifica e alio scopo della Sodetik. 

Art. 25. — Tutto ci6 che riferiscesi airamministrazione dd Circolo, pu6 essere 
trattato, esdusivamente, nelle adunanze straordinarie, per le quali il Presidente formu- 
leri e partedperi, con prccedenza, ai sod residenu, apposito ordine dd giomo. 
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Art. 26. — Le dimissioni da sodo del Circdo non possono essere oggetto di 
discussione n^ di votazione. 

Art. 27. — Nelle adunanze ordinarie il Circolo k legalmente costituito qualunque 
sia il numero dei sod presenti. Nelle adunanze straordinarie, tranne quelle di cui agli 
Art. 15 e 18, ^ necessaria una seconda convocazione quando nella pnma non sia in- 
tervenuta almeno la metii pid uno do sod residentL 

Art. 28. — Nelle adunanze ordinarie le Comunicazioni del sod resident si suc- 
cedono per ordine d'iscrizione. Saranno precedute dalla lettura die farii il Segretario 
dei titoli delle Comunicazioni dei sod non resident!, pervenute all'Uffido di Presidenza 
nell'intervallo tra un*adunanza e Taltra. 

Art. 29. — Rientra nelle spedali attribuzioni dd Presidente tutto db die riferi- 
scesi al regdamento delle adunanze ordinarie e straordinarie. 

Art. 30. — I sod non residenti die si trovino temporaneamente in Palermo go- 
dono tutti i diritti dd residenti e partedpano alle votazioni, meno quelle di cui agli 
Art 15, 23 e 45. 

Art. 31. — Le persone estranee die desiderano assistere alle adunanze ordinarie 
dd Circolo, debbono, dascuna volta, essere introdotte da uno dd sod. 

Del Rendioontl. 

Art. 32. — Nd Rendiconti dd Circolo si pubblicano, per obbligo: 1° Gli Estratti 
dai verbali delle adunanze (redatti dai Segretari), i quali contengono il titolo e, ove 
occorra, un breve ceimo delle comunicazioni dd sod. 2° Le Note e le Memorie ori- 
ginaH comunicate dai sod ed accettate per la stampa dai Comitato di redazione. 3° Un 
boUettino bibliografico della produzione matematica narionale e straniera, il quale com- 
prende: a) il sommario degu articoli di matematica contenuti ndle pubblicazioni pc- 
riodiche (atti di Accademie, riviste, giomali, etc.) colle quali il Circolo scambia i sud 
Rendiconti; h) I'denco delle pubblicazioni di matematica non pcriodiche (opere, memo- 
rie, note, etc) che pervengono in dono alia Biblioteca dd Circolo. 

Art. 33. — Per tutto che conceme la rivista Rendiconti del Circolo Matematico di 
Palermo, il Consiglio DLrettivo potri attuare quelle riforme ed estensioni che stimeri 
opportune per accresceme Timportanza scientifica e meglio soddisfare alle esigenze dd 
cultori delle sdenze matematiche. 

Art. 34. — Gli Estratti dai verbali non riproducono le discussioni sdentifiche che 
si fanno ndle adunanze dd Grcolo ; tuttavia se i sod, che vi hanno preso parte, de- 
siderano ne sia fatta menzione, essi sono tenuti a rimettere al Segretario, nell'adu- 
nanza istessa, una Nota per iscritto, la quale, in ogni caso, non potri eccedere lo spazio 
di una pagina dd Rendiconti, 

Art. 35. — Le Note, Memorie e Riviste btblio^fiche destinate ai Rendiconti do- 
vranno essere inedite e scritte in una delle seguenti lingue : italiana, latina, spagnuola, 
francese, tedesca, inglese; non potranno pubblicarsi a parte o inserirsi in altri perio- 
did sdentifid se non dopo che saranno state pubblicate dai Circolo. Gli Autori ne 
assumono, essi soli, la responsabiliti sdentifica. 

Delia BftUatMa. 

Art. 36. — II Circolo forma una Biblioteca e scambia i sooi Rendiconti coUe rao- 
colte sdentifiche, nazionali e straniere. 

Art. 37. ^ I fibri, gli opuscoli e le raccolte periodiche acquistati o ricevuti ia 
dono, o in cambio dd Rendiconti, restano di propriety esdusiva dd Grcolo; in caso 
di sdo^imento della Sodetii passan di pien diritto alia Biblioteca Comunale di Palermo. 

Art. 38. — II regolamento spedale deOa Bil&)teca, approvato dai sod residenti, 
potri stabilire le norme per accordare a domicilio, a' sod residenti e non resident!, 
I'uso temporaneo degB opuscoli sdentificL 

Art. 39. — Soi fooifi proveoienti daOe cootribuziofii amuie dd sod, ooa pti6 
essere stanziata akmia somaia per b Biblioicca. 
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DellB entrate e delle spese. 

Art. 40. — Le entrate dd Circolo sono: 1° le cootribuzioni del sod; 2° il pro- 
dotto della vendita dei Rindiconii; 3° i sussidii e donl che il Circolo potri ricevere da 
privati o da eoti inoralL 

Art. 41. — Le spese del Qrcolo si dividono in ordinarie e straordinarie. Le spese 
ordinarie sono: i^ le spese d'uffido, indusavi Tannua pigione del locale per la sede 
del Circolo; 2° le spese di stampa e spedizione dei RemuontL Per ogni spesa stra- 
ordinaria ^ necessaria deliberazione delTassemblea dd sod residentL 

Art. 42. — II Tesoriere ha la gestione economica degii affari sodali, tanto attivi 
che passivi, impieea i fondi disponibili, prowede alle spese ordinarie ed a quelle straor- 
dinarie votate dalTassemblea dd sod residenti. 



Art. 43. — Rimangono abrogati tutti gli articoli dello Statuto prowisorio dd 2 
marzo 1884. 

Art. 44. — Qjoalunque proposta per aggiunta o modificadone al presente Sta- 
tuto dovri essere sottoscritta da almeno 30 sod ed approvata dalla SodetA colla mag- 
gioranza di almeno ^3 ^^ votantL 

Art. 45. — Nd caso di sdoglimento della Sodet^, I'assemblea generale dd sod 
residenti, coU'intervento di almeno '/j ^^ medesimi, ddibereri sulla destinazione dei 
fondi rimasti disponibilL 

Articolo TRANsrroRio. — Le prime dezioni per TUffido di Presidenza e pd 
ConsiKlio Direttivo saranno fatte dall*assemblea dd sod residenti, convocati in appo- 
sita adunania straordinaria. 
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Giugno 
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Dicembre 


II, 25 
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Aokermaan-Ttebner (A!&esf) fLoar ^Dsatsca&f; r t:.:,:?^-; Trc-j-rjcji 
Verlagsbuchhandkr, in Firmx «BL G. Te=nacr *> /'Pt^irflrtrat | — LdzTii Cjazs^luuj\ 

Aguglia(Gacuiio)[TcxcBZBl3Be?ae ?=;:^.i?s:ier=i5^^i:-4^»'-7: rrj-ijLr^j;;. 

dottore in Matenutica ; inscgraTrr ocla £. Scado. Ttsm e sd 2. K^HantHn £ Jo- 
mini Imerese. [tL Scuola Ticmua — Titwbk imtns^ (?m. £ ?i^gnmj Cit3f/ ". 

* Alagna (Rosano) [PartaiBU (Pr.3wr. ^ Tzs^ac£,: luz^zl^y^ Zi^y^hU', as^ 

gnere; Hbero doceotc ^ Anafiea alftsnca sieU 2^ IZstrtrwcL d r^ofrac-: prscesAOoe 
nella R. Scuola Nonnak FcaBxia£e dt Pwnac /'/'ac Ct^^-wiwr, f — /x^w ^lit^jj. 

Alasia I>e Qnesada (Casmacf; iSssud: 2:.r:.r%oe; '^zi^zyjjl^ n.miti'a s 
Sdenze Fisiche e Mafiemalidie ; ig.'iJj j ^cSs Soc anr 3<u?c: r AsersDrjose : srsl sd 
R. Ginnasio di Tcmpia [SL Gimmtsm^ Tmmpm Q^vr. £ imisarij C;«iyJ.' 

• Albeggiaai (Midide LoigO T^e=ao: 7 M*:j: 'M-s^*:, «^ a « : ooxb^oo- 
dente deOa Sodcta cfi ScirrTr Xaracsl €d Ft .w i r jwi ?.k ^e Fa' ' * 
Deutsche Madieinatiker-Vcicancc; ■ r n> < 



tematkx) di Palenno; fibero 6 c<trLie S GftTJffrirra mSrm atSi^ ?. Usvczxca d Pa- 
lermo ; inc. di Stereocomia kSi. 2. ScaM ■^Az'pnnaot ptr ^flz^E^asx: a Farnrw; 
piof. di Matcmatica ad R. Jscsma Ttcsaso ^ Fajcasc [jisias htmssart^ 4 — i^krwm 
(Italia)]. 

Al«iA««i (Eadk>) rFkcxic: \jU^'.ys^'^ ::xa.r^> ay g i ^\k^ icxxxt, a Kaae- 

madca ; fibero docgc» d: Vrr>T3BCTi. ^rxr-^it aciLa ^ Usrsrusa ^ . :jezc ; 2c. i^ VUt^ 
canica ranonalf e di F^uca — i'rrnSn a asflia 2. 'CdermSA ^ Goonra. [CiriJ» Silfs^ 
rino, 24 — Gmotv (bsSis)]. 

AmaMf (Ugo) rVercca: ztMzV;:l Is^.r.zy-^z'^ ivsxt r: V^yr^^ra ; pn>- 

fessore straorcSnano £ A!g«a e Gescaesfa yTaTri-n 2£la ?. V-zirtaaa, B CagSari 

Amamio (Domrram) jMxmCf fpzar. ^ Ka^cii^: 2.j.:l;42 r^^iS^ij, tosage 
in Matematica ; socio dd rA > va.ieLJta F-rrrrara; &e;s U'xxzst, £ A^Rora vxs^ii^ 
mentare ncIla R. Uncrexa (S Ka^; ^pc± ae. R. CrSU^ JCiara-e^e asi R. I»- 
mto Tecnico di Kapoo. /Tia iftic Uittu, t^ F^rrvii^ ^ — Kt^itk (mM^J. 

Amato (VinaeBo) TTaa=a9 (Psov. £ Lecot): xiaHi'^ 'y^-'i-i^f^l* 49»re is 
Matematica, iwisi e inr aiSa .anft**a di AJ^fOci joj^g^-jcz agt: e GtoczMSat '-^^'^^ 
ndb R. Umvezata di CaSKaoL /Tk Gmtfiit, u^ CsS^ms, riUam)], 

Amater ojCEffi k p) iSik mo: 22.5.1^] ^ixJ^tHf^^ ^oaore c Kr»rman-a: rr- 

g^nere <Tritt\ fiiCBO doiTrif. di GcoDcssa J^.fcuciiyx 20B jjbcjusg '"'^^■^ R. L'lvverscsi 

Aa Oti (Sicefa)t *n|niiwi (Vram. it AjocC PSocae): si.io.i8$$] Cir}.t8^CL 
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Amodeo (Federico) [Avellino: 8.10. 1859] [74.1887], dottore in Matematica; so- 
cio residente e segretario della Gasse di Matematiche pure ed applicate deirAccademia 
Pontaniana di Napoii; membro della Deutsche Mathematiker-Vereinigung ; libero do- 
cente di Geometria projettiva con disegno e Coadiutore alie cattedre di Calcolo infini- 
tesimale e Algebra complementare nella R. University di Napoii ; prof, nei R. Istituto 
Tecnico G. B. della Porta di NapolL [Via S, Gennaro ad Antignano, 16 — Napoii 
(Italia)]. 

Andr6 (D^ir6) [Lyon (Rh6ne, France) : 29.3.1840] [23.3.1890], ancien 61&ve de 
I'ficole Normale sup^eure de Paris ; agr^g^ de TUniversit^ ; docteur h% Sciences ma- 
th^matiques ; membre honoraire et andcn pr^ident de la Sod^t^ Philomathique de 
Paxis ; membre et anden president de la Sod^t^ Math^matique de France ; membre 
de la Commission permanente intemationale du « Repertoire Bibliographique des 
Sdences Math^matiques » ; professeur honoraire de Math^matiques sp^aales au Col- 
1^ Stanislas. [Rm BonaparU, jo^^* ---Paris, V? (France)]. 

Angelitti (Filippo) [Ajelli (Aquila): 1.5. 1856] [27.11.1898], ingegiiere; dottore 
in Matematica; sodo residente dell*Accademia Pontaniana di Napoii; sodo corrispon- 
dente della R. Accademia delle Sdenze Fisiche e Matematiche di Napoii ; sodo ordinario 
della Sodeti di Sdenze Naturali ed Economiche di Palermo ; sodo attivo ddla R. Ac- 
cademia di Sdenze, Lettere e Belle Arti di Palermo ; prof, straord. di Astronomia ndla 
R. University e direttore dd R. Osservatorio Astronomico di Palermo. [R. Osserva- 
torio Astronomico, Pala^ip ReaU — Palermo (Italia)], 

Appell (Paul) [Strasbourg (Alsace): 27.0.1855] [i 24.1 891], membre de Tlnstitut 
de France (Academic des Sdences, section de G^om^trie); membre et anden presi- 
dent de la Sod^te Math^matique de France ; membre de la Sod^t^ Philomathique de 
Paris ; docteur (honoris causa) en Mathematique de TUniversit^ de Christiania ; doyen, 
et professeur de Mecaniaue rationnelle, de la Faculty des Sdences de Paris ; professeur 
i l%cole Centrale des Arts et Manufiactures de Paris; r^p^titeur i r£coie Poly technique 
de Paris. [Rue Bonaparte, ij — Paris, VI* (France)], 

Axista (Agostino) [Napoii: 17.3. 1878] [3.4.1901], dottore in Matematica. [Via 
Piitro Ranxani, 19 — Palermo (Italia)]. 

Autonne (L^on) [Odesse (Russie): 28.7.1859] [26.1. 1896], anden d^ve de r£- 
cole Polytechnique de Paris; infi;enieur des Fonts et Chauss^es; docteur ks Sdences 
math^matiques ; membre de la Sod^t^ Math^matique de France; maitre de conferen- 
ces i la Faculte des Sdences de Lyon. [Rue Monthernard, 9 — Lyon (Rhdne) {France)]. 

Barbieri (Ubaldo) [Modena: 2.6.1874] [28.4.1901], dottore in Matematica; as- 
sbtente alle cattedre di Geodesia e Geometria pratica neUa R. Scuola d'Applicazione 
per gl'Ingegneri di Roma. [Pia^a S. Maria Maggiore, 12 — Roma (Italia)]. 

Barresi (Francesco Paolo) [Palermo: 23.12.1875] [28.4.1901]. [Banco di Sid-- 
lia — Maiiara del Vallo (Prov. di Trapani) (Italia)]. 

Basile (Ernesto) [Palermo: 31.1.1857] [26.8.1888], architetto; accademico di me- 
rito della Romana Accademia di Belle Arti (ti S. Luca ; sodo onorario delle Reali Ac- 
cademie di Belle Arti di Milano, Bologna, Firenze, Carrara e Venezia; sodo corri- 
spondente ddla R. Accademia RafFaello in Urbino; prof, onorario dd R. Istimto di 
Belle Arti di Napoii ; sodo attivo della R. Accademia di Sdenze, Lettere e Belle Arti di 
Palermo ; sodo corrispondente della Societii di Sdenze Naturali ed Economiche di Pa- 
lermo; direttore dd lavori dd Teatro Massimo di Palermo; direttore e professor e di 
Architettura dd R. Istituto di Belle Arti in Palermo ; membro della Giunta superiore 
di Belle Arti ; prof, ordinario di Architettura tecnica nella R. Scuola d'AppUcazione per 
gl'Ingegneri di Palermo. [Via Villafranca, 22 — Palermo (Italia)]. 

Bertini (Eugenio) [Forli: 8.11.1846] [4.3.1888], dottore in Matematica ; uno dd 
XL della Societi Italiana delle Sdenze (Roma); membro libero dd R. Istituto Lom- 
bardo di Sdenze e Lettere (Milano) ; sodo corrispondente della R. Accademia dd Lin- 
ed (Roma) e della R. Accademia delle Sdenze di Torino ; prof, onorario della R. U- 
niversit^ di Pavia; prof. ord. di Geometria superiore, ed inc. di Geometria projettiva 
e descrittiva con disegno, nella R. University di Pisa. [R. University — Pisa (Italia)]. 

Berzolari (Luigi) [Napoii: 1.5.1863] [4.12.1887], dottore in Matematica; sodo 
corrispondente del R. Istituto Lombardo di Sdenze e Lettere (Milano); prof. ord. di 
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Algebra complementare e Geometria anafitica, e incaiicato di Matematiche superiori, nella 
R. Unhrersiti di Pavia. [R. UmvirsUd — Patna (Italia)]. 

Bianchi (Lui^ [Parma: 18.1.1856] [24.12.1893], dottore in Matematica; uno 
dd XL deUa Sodeti Ita]iaiia ddle Sdenze (Roma); sodo nadonale ddla R. Acca- 
demia dd Lined (Roma) e ddla R. Accademia ddle Sdenze di Torino ; corrispondente 
ddla R. Accademia deDe Scienze dell'Istituto di Bologna, della R. Accademia delle Sdenze 
Fidcfae e Matematiche di Napoli e dd R. Istituto Lombardo di Sdenze e Lettere (Mi- 
lano); membro dd Consi^o Direttivo dd Circolo Matematico di Palermo; redattore 
degli Annali di MaUmatica pura ed applicata; prof. ord. di Geometria analitica, ed 
inc. di Matematiche superiori, neOa R. Universiti di Pisa. [R, Univcrsitd — Pisa 
(Italia)]. 

Blaaema (Pietro) [BumiceOo presso Aquileja (Friuli): 29.2.1836] [5.1 1896], 
senatore dd R^no; uno dd XL, e segretario, della Sodeti Italiana ddle Sdenze (Roma); 
vice presidente ddla R. Accademia dd Lined (Roma) ; membro d*onore della R. Accade- 
mia di S. CedHa e di queDa di S. Luca, della Sodeti di Fisica di Ginevra, della So- 
detii Elvetica delle Sdenze, dell'Ateneo di Bergamo; corrispondente delle RR. Acca- 
demie di Torino, Napoli, Bologna e dd R. Istituto Veneto di Sdenze, Lettere ed Arti ; 
sodo onoTAno deDa R. Accademia di Sdenze, Lettere e Belle Arti di Palermo; dot- 
tore (honoris causa) di medidna neDa R. Universiti di Kdnigsberg; direttore dell'Uffi- 
do centrale per il Corista Interna zionale; membro, e segretario, dd Comitato intema- 
zionale di Pesi e KGsure; prof. ord. di Fisica sperimentale nella R. University e direttore 
dd R. Istituto Fisico di Roma. [R. Istituto Fisico, Via di Panispcrna, 8^ — Roma (Italia)], 

^Bontade fGiovanni) [Palermo: 274.1857] [2.3.1884], ingegnere. /"Cor^o Scind, 
180— 'Palermo (Italia)]. 

Bordiga (Giovanni) [Novara: 24.1854] [9.9.1888], dottore in Matematica; sodo 
corrispondente dd R. Isiimto Veneto di Sdenze, Lettere ed Arti ; libero docente e in- 
caricato dell'insegnamento di Geometria descrittiva nella R. University di Padova. 
[S. Lio — Veneiia (Italia)]. 

Bortolotti (Ettore) [Bolo^: 6.3.1866] [14.7.1889], dottore in Matematica; 
prof, straord. di Calcolo infinitesiraale ed inc. di Analisi algebrica nella R. Universitil 
di Modena. [R. University — Modena (Italia)]. 

Bettino (Francesco) [Palermo: 14.8.1855] [24.3.1889], ingegnere dvile; inge- 
gnere di Miniere di Zolfo; prof, di Matematica nd R. Ginnasio Giovanni Meli; assi- 
stente al Gabinetto di Costrudoni nd R. Istimto Tecnico di Palermo. [Via Villarosa, 
12 — Palermo (Italia)]. 

Beurget (Henry) [Clermont-Ferrand (Puy-de-Ddme, France): 1 5.6.1864] 
[1 0.7. 1 898], docteur is Sciences math^matiques ; membre de la Sod6t6 Astronomique 
de France ; astronome adjoint i I'Observatoire Astronomique et maitre de Conferences 
k la Faculty des Sdences de Toulouse. [Rut St.-Jacquts, 20 — Toulouse (Haut^ 
Garonne) (France)]. 

Bourlet (Carlo) [Strasbourg (Alsace): 25.4.1866] [26.2.1899], docteur ts Scien- 
ces math^matiques ; agr^g^ de rUniversit^; laur^at de i'lnstitut de France; membre 
de la Sod^t^ Math^matique de France; professeur de Math^matiques sp^dales au Ly- 
cte St-Louis ; professeur de Math^matiques et de M^canioue i r£cole des Beaux- Arts 
de Paris. [Avenue de I Ohservatoire, 22 — Paris, XIV* (France)]. 

Bozal y Ob^ero (Angd) [Zara^za (Esj>ana): 27.10.1872] [27.12.1903], Doctor 
en Gendas Matemiticas; Doctor en Ciendas risicas; licendado en Ciendas Quiniicas; 
Catedritico Numerario, por oposid6n, de Matemiticas en d Instituto general y tecnico 
de San Sebastiin (Espana); Director de la Gaceta de Matemdticas elementales. [Callc 
de Trafalgar, ^6, 5°, iiquierda — Madrid (Espana)]. 

BrambiUa (Alberto) [San Zenone al Po (Prov. di Pavia: 1 3.6.1857] [4. 12. 1887], 
dottore in Matematica ; libero docente in Geometria projettiva ed analitica nella R. U- 
niversiti di Napoli; prof, nd R. Liceo Vittorio Emanuele di Napoli. [R. Licco Vit- 
torio Emanuele — Napoli (Italia)]. 

Breglia (Ernesto) [Napoli: 4.1. 1863] [5.2.1888], ingegnere ; dottore in Matema- 
tica : libero docente di Statica mfica ed assistente alia cattedra di Statica grafica nella 
R. Scuola d*Applicadone per gl Ingegneri in Napoli. [Via 7'rinitd degli Spagnoli, 51 — 
Napoli (Italia)]. 
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Borali-Forti (Cesare) [Arezzo: 13.8.1861] [10.3.1889], dottore in Mateotttici; 
prof, nella R. Accademia Militare di Torino [R, Accademia Militar$ — Torino (Italia) ], 

Burgatti (Pictro) [Cento (Prov. di Fcrrara) : 28.2.1868] [8.7.1894], dottore in 
Matematica ; libero docente di Calcolo infinitesimale e di Meccanica razionale, ed assi- 
stente alle cattedre di Algebra e Calcolo, nella R. University di Roma ; assistente nd 
R. Uffido Centrale di Meteorologia e Geodinamica. [Via Principe Amodso, 66 — Roma 
(luaia)], 

Galapso (Pasquale) [Carini (Prov. di Palermo): 124.1872] [10.12.1899], dot- 
tore in Matematica ; assistente alia cattedra di Geometria analitica e projettiva neQa 
R. Universiti di Palermo; inc. di Matematica nei R. Istituto Tecnico di Palerma [Via 
XX SittemhrCj 4$ — Palermo (Italia)]. 

^ Caldarera (Francesco) [Randazzo (Prov. di Catania): 5.5.1825] [2.5.1884], in- 
gegnere ; sodo attivo della K. Accademia di Scienze, Lettere e Belle Arti di Palermo ; 
socio ordinario della Sodeti di Sdenze Naturali ed Economiche di Palermo ; membro 
deUa Sod^t^ Math^matique de France; sodo corrispondente dell* Accademia Ponta- 
niana di Napoli, dell* Accademia Gioenia di Catania, dell* Accademia Dafnica di Ad- 
reale, dell* Accademia di Sdenze, Lettere ed Arti di Modena, della R. Accademia di 
Padova e dell'Assodazione « Mathesis » d*Italia ; prcsidente del Circolo Matematico di 
Palermo ; prof. ord. di Meccanica razionale nella R. University di Palermo. [Via Li- 
hortd, Palaiio Giampaolo — Palermo (Italia)], 

Galdarera (sig.°* Grazia Macrina) [Randazzo (Prov. di Catania): 3. 10.1880] 
[12.7.190}], dottoressa in Matematica. [Pia^a Cutelli, 10 — Catania (Italia)], 

* Gapelli (Alfredo) [Milano: 5.8.1855] [2. 3. 1884 J, dottore in Matematica; sodo 
ordinario residente della R. Accademia delle Sdenze Fisiche e Matematiche di Na- 
poli ; socio residente dell* Accademia Pontaniana di Napoli ; sodo onorario della R. Ac- 
cademia di Scienze, Lettere e Belle Arti di Palermo ; sodo corrispondente della R. Ac- 
cademia dei Lincei (Roma) ; membro del Consiglio Direttivo del Circolo Matematico di 
Palermo ; direttore del Giornale di Matematiche ; prof. ord. di Algebra complementarc 
cd inc. di Analisi superiore nella R. University di Napoli. [Corso Re d'ltalia (Retti- 
filo), 248 — Napoli (Italia)]. 

Garrone (Claudio) [Popoli (Prov. di Aquila): 23.3.1874] [9.1 1. 1902], dottore in 
Matematica; prof, nella R. Scuola Tecnica di Siracusa. ^Tia Manidce^ loi — Siracusa 
(Italia)]. 

Garslaw (Horatio Scott) [Helensburgh (Scotland): 12.2.1870] [10.1.1897], M. A. 
Cambridge, M. A. GLnsgow ; D. Sc. Glasgow ; Fellow ot Emmanuel College, Cambridge ; 
Member of the Edinburgh Mathematical Society ; Member of the London Mathematical 
Sodetv ; Professor of Pure and Applied Matliematics in the University of Sydney. 
[The 'University — Sydney (N. S. IV.) (Australia)]. 

Cassani (Pietro) [Venezia : 4.6.1832] [14.8.1898J, dottore in Matematica ; mem- 
bro effettivo del R. Istituto Veneto di Sdenze, Lettere ed Arti; sodo degli Atend 
di Veneria e Treviso ; prof, nel R. Istituto Tecnico Paolo Sarpi di Venezia. [S. Mar^ 
tino, Campo della Tana, 2160 — Venecia (Italia)]. 

Gastelnuovo (Guido) [Venezia: 14.8.1865I [i 3.1. 1889], dottore in Matematica; 
sodo corrispondente della R. Accademia delle Sdenze di Torino e della R. Accademia 
do Lined (Roma); prof. ord. di Geometria analitica e projettiva nella R. University di 
Roma. [Piaxxfi S. Pietro in Vincoli, $ — Roma (Italia)]. 

Gattaneo (Paolo) [Padova: 20.4.1878] [144.1901], dottore in Matematica. [Via 
Animette — Padova (Italia)]. 

Gerruti (Valentino) [Croce Mosso (Prov. di Novara): 14.2.1850] [5.12.1886], 
senatore del Regno; uno dd XL della Sodetd Italiana delle Sdenze (Roma); sodo 
nazionale della R. Accademia dei Lincei (Roma); membro della Leopoldinisch-Caroli- 
nische Akademie in Halle, della Sod^t^ Math^matique dc France e deUa Sod^ti des 
Sdences Mathtoatiques et Naturelles de Cherbourg; membro del Consiglio superiore 
di Pubblica Istruzione; membro del Consiglio Direttivo del Circolo Matematico di Pa- 
lermo ; prof. ord. di Meccanica razionale ed inc. di Matematiche superiori nella R. Uni- 
versiti di Roma; direttore della R. Scuola d*Applicazione per gl*Ingegneri in Roma. 
[Piaiia S, Pietro in Vincoli, ; — Roma (Italia)], 
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Certo (Luid) [Napoli: 19.12.1855] [14.10.1888], dottorein Matematica; membro 
della Deutsche Mathematiker-Vereinigung; prof, nel R. Liceo G. B. Vico di NapoH. 
[R. Liceo G, B, Vico — Napoli (Italia)], 

Ghizzoni (Francesco) [San Martino dell'Argine (Prov. di Mantova): 10.8. 1848] 
[1 1. 3. 1888], ingegnere; socio effettivo dell'Accademia Gioenia di Catania; sodo corn- 
spondente deU'Accademia Virgiliana di Mantova ; sodo attuale dell'Accademia di Sdenze, 
Lettere ed Arti di Modena; prof. ord. di Gfeometria analitica e projettiva nella R. Uni- 
versitiL di Modena. [R, UniversitA — Modena (Italia)], 

Giani (Edgardo) fRocca S. Casdano (Prov. diFirenze): 7.10. 1864] [10.7.1898], 
dottore in Matematica; libero docente di Geometria projettiva ed analitica, ed inc. di 
Statica grafica, nella R. Universitii di Pavia ; prof, di Matematica nel R. Istituto Tecnico 
di Milano. [Via Lattuada, 12 — Milano (Italia)], 

Gipolla (Michele) [Palermo: 28.10.1880] [26.1. 1902], dottore in Matematica. [Via 
Stabile, ^4 — Palermo (Italia)]. 

Gomposto (Salvatore) [Patti (Prov. di Messina): 22.2.1876] [12.4. 1903], dottore 
in Matematica ; prof nella R. Scuola Tecnica di Lovere. [R. Scuola Tecnica — Lo- 
vere (Prov, di Bergamo) (Italia)], 

Gonoscente (Euplio) [Petralia Sottana (Prov. di Palermo): 30.9.1874] [27.12.1896], 
dottore in Matematica; membro della American Mathematical Sodety. [Cottage Street, 2 
— Newark (N,J.) (U,S,A,)], 

Conti (Ignazio) [ ] [8.2.1885], dottore in Matematica; prof, nel R. Istituto Tec 
nico di Palermo. [R, Istituto Tecnico — Palermo (Italia)]. 

Gordone (Gerolamo) [Genova: 3.1 1. 1867] [28.4.1895], dottore in Matematicat 
assistente alia cattedra di Geometria descrittiva e disegno nella R. Scuola Navale su- 
periore di Genova. [Via Cannato il Curto, 11 ^ int, j — Genova (Italia)]. 

Gosserat (Eugene) [Amiens (Somme, France): 4.3.1866] [5.1. 1896], anden 
6l^ve de rficole Normale sup^rieure de Paris ; agr6g6 de TUniversit^; docteur fes Sdences 
Math6matiques; assod6 ordinaire de TAcad^mie des Sciences, Inscriptions et Belles- 
Lettres de Toulouse; membre de la Sod6t^ Math^matique de France; professeur de 
Calcul difF^rentiel et integral k TUniversit^ de Toulouse. [Rue de Meti, 1 — Toulouse 
(Haut^Garonne) (France)], 

Gosserat (Francois) [Douai (Nord, France): 26.10.1852] [23.1. 1898], anden 
il^ve de rficole Polytechnique de Paris ; membre de la Sodit^ Math^matique de France ; 
ing&iieur en chef des Fonts et Chauss^es. [Boulevard St,'Germain, 112 — Paris, 
VI' (France)], 

Gosta (Gregorio) [Napoli: 29.5.1856] [4. 12. 1887], ingegnere; dottore in Fisica; 
sodo corrispondente del R. Istituto d'incoraggiamento di Napoli ; prof, di Fisica ap- 
plicata nel K. Istituto Tecnico e prof, di Fisica sperimentale nel Collegio Mill tare di 
Napoli. [Via Tribunali, 1^4 — Napoli (Italia)]. 

Daniele (Ermenegildo) [Chivasso (Prov. di Torino): 13. 10. 1875] [i 3.1 1. 1898], 
dottore in Matematica ; libero docente di Meccanica razionale e prof, intemo di Ma- 
tematica presso la Scuola Normale in Sdenze della R. University di Pavia. [R, Unin 
versitd — Pavia (Italia)], 

De Donder (Th6ophile) [Schaerbeek (Brabant, Belgique): 19.8.1872] [3.4.1901], 
docteur ts Sdences physiques et math^matiques. [Rue Masui, 1^6 — Bruxelles (BeU 
gique)]. 

De Franchis (Michele) [Palermo : 6.4.1875] [i 3.1. 1895], dottore in Matematica : 
libero docente di Geometria analitica e projettiva nella R. University di Messina ; prof, 
nel R. Istituto Tecnico di Messina. [Viale S, Martino, 1^8^ — Messina (Italia)], 

Del Giudice (Modestino) [Mercogliano (Prov. di Avellino): 13.2. 1864] [i 5.1. 1899], 
dottore in Matematica; libero docente di Geometria analitica, ed assistente alle cattedre 
di Geometria analitica e Geometria projettiva, nella R. University di Napoli. [R, Isti- 
tuto Tecnico — Foggia (Italia)], 

Del Pezzo (Pasquale), duca di Cajanello [Berlino: 2.5.1859] [5.12 1886], dottore 
in Diritto e in Matematica ; sodo dell'Accademia Pontaniana e della R. Accademia 

R0ni. Ore. Mmtem. Ptltrmw, t. XVIII (1904). — SumjMito il 15 marxo 1904. h 
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Sdenze Hsiche e Matemitidie di XapoG; socio corrispondente del R. Istituto 
^inoongguimento in Xapoli ; membro delb Sod^te Math^matique de France ; membro 
del Consi^io Direttivo del CircoJo Matematioo di Palermo ; prof. ord. di Geometria 
sopoiore nella R. Universiia di Napoli. [Puina S. Marcdlino^ 2 — Napoli (Italia)]. 

Del Re (Alfonso) [CaKtri (Prov. di AvelHno): 9.10.1859] [i 3.2.1887], dottore 
m Matematica; sodo non residente della R. Accademia di Sdenze, Lettere ed Ard di 
Modena e della Sodeti dd Naturalisd di Modena ; sodo residente dell' Accademia Pon- 
timana ; membro del ConsigHo Direttivo del Circolo Matemadco di Palermo ; prof. ord. 
di Geometria descrittiva con disegno nella R. Universita di Xapoli fR, Universiti — 
NmpoU (Italia)]. 

Dicksteui (Samud) [Varsovie (Pdogne) : 1 2.5.1 85 1] [28.6.1903], andcn 61^ve de 
rtcoit sap^etire et de TUniversiti^ de Varsovie; membre corresjxmdant de TAcad^mie 
des Sciences de Cracovie; assod^ Stringer de U Sodeti Royale des Sdences de Prague; 
membre de la Sod^t^ des Amis des Sciences de Posen, de b Soci^t^ Math^matique 
de France, de h Deutsche Maihematiker-Vereimgung, de la Sod^t^ Mathtoiatique de 
SL-Ptersboui^ de flnstitut IntemationjJ BibHographique de Bnixelles, du Comit^ 
permanent des Congn^ intemationaux dWcuuires; rMicteur des Prace Matematycino- 
Fi^c^iu ct des fTiadcmcsis nwlfmj.'vr^iw; president de U Commission m^t^^rologique 
i Varsovie, membre du Conseil d*ad:iiinistration de b Sod^t^ d'assurances sur la vie 
cProvidentLa >; andcn piofesseur de Math<hnatiques au Gymnase. [Riu Mars\alkowska, 
irj — Varsovii (Pdogm) (Russu)], 

Dini (UEsse) [Pisa: 14.11.1845] [22.7.1000], dottore in Matematica; senatore 
dd Regno; membro della Giunta e dd Coosiglio superiore di Pubblica Istruzione; 
socio della R. Accademia dd Lined (Roma), ddla Sodeta ItaHana delle Sdenze (detta 
&d XL) (Roma) e della R. Accademia delle Sden?e di Torino ; sodo corrispondente 
della R. Accademia deDe Sdenze delllstituto di Bolc^niaf dd R. Istituto Lombardo di 
Sdenze e Lettere (Milano) e ddla K6nigl Gesdbchaft der Wissenschaften zu Gdttin- 
ffcn ; membro onorario della London Mathematical Sodet>' ; dottore (honoris causa) in 
Matematica dell'Universiti^ di Chrisdania ; membro dd Consiglio Direttivo dd Circolo 
Matemadco di Palermo; redattore degli Annali di SUttnuiti<a tura ed applicata; diret- 
tore della R. Scuoia Normale superiore di Pisa ; prot. ord. di Analisi superiore ed inc. 
di Calcolo infinitesimale ndla R. Uni\"eriiti di Pisa. [R. Scuoia KormaU superiore — 
Pisa (Italia)], 

Di Pirro (Giovanni) [ ] [ia5.i895], dottore in Matematica. [lla Buonarroti^ 59, 
tut }4'-Roma (Italia)]. 

Di Simone (GugUebno) [Palermo: 7.9.1862] [25.1.1885], ingegnere, [Fia Prin- 
dp^ Scordia, it — PMetmo (lulia)], 

D*Ovidio (Enrico) [Campobo^so: 11.8.1S45] [412.1887], uno dd XL della So- 
dctA ItaHana delle Scicnre (Roma); sodo nariorule ddla R. Accademia dd Lined 
(Roma), della R. Accademia delle Sdoiire di Tx^rii.o ; corrispondente dd R. Istituto 
Lombardo di Sdenze e Lettere (MiIano^ e dcl!a R. .\ccademia delle Sdenze di Napoli; 
sodo ddl* Accademia Pontaniana di Na:vl: ; SvVio oi:onrio dellWccademia di Sdenze 
cd Arti di Modena ; membro ddle Sodeta Mite.iutiche sii Fnnda e di Praga ; pre- 
side ddla Facolti Matenutica, prof. ord. di .\kebra co.uplenientare e Geometria ana- 
Htica, cd inc di Analisi superiore, nella R. Universiri di Torina [Cor so Oporto, 50 — 
Torino (Italia)], 

Dur&n Loriga (Juan J.) [La Coruna (Espafu) : 1 7.6.1854] [26.1. 1896], miembro 
de la Sod^t^ Mathinutique de France ; mie.nWo de la Association Fran<;aise pour 
I'Avancement des Sdences ; mienbro de b Ss>dedad Qentitica « Antonio Alzate » 
(Mexico) ; Director de la Academia preparatoria para carrcras Civiles y Militares ; Co- 
mandante de Artilleria (al riposo) ; liigeniero industrial. [Pla^a de Maria Pita, 20 — 
La CoruOa (Espana)]. 

Enriques (Federico) [Livomo: 5. 1.1871; [22.7.1804], dottore in Matematica; 
sodo onorario della R. Accademia delle Sdenze dcirisntuto di Bologna ; prof. ord. di 
Geometria proiettiva e descrittiva nella R. Univcrsi:a di Bolc^na. [Fia S. Giu- 
liano, 2 — Bologna (Italia)]. 

Fano (Gino) [Mantova : 5.1.1871] [8.1. 1893], dottore in Matematica; sodo ef- 
fiettivo dkHa R. Accadeoui Vtrgifiana di Sdenze, Lettere ed Arti di Mantova; corri- 
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spondente della R. Accademia Peloritana di Messina ; membro della Deutsche Mathe- 
matiker-Vereinigung ; prof, straord. di Geometria projetdva e descrittiva con disegno 
nella R. Universitii di Torino. [R, Universitd — Torino (Italia)], 

Fazzari (Gaetano) [Tropea (Prov. di Catanzaro): 6.10.1856J [i 5.1. 1899], dot- 
tore in Matematica; direttore del Pitagora; prof, nel R. Liceo Umberto 1° di Palermo. 
[Vicolo Chiuso al Corse Olivu^^a, 10 — Palermo (Italia)], 

Fouret (Georges) [Paris: 29.1. 184 5] [4. 12. 1887], anden 61^ve de I'ficole Poly- 
technique de Paris ; capitaine du G6nie en retraite ; membre honoraire de la Sod^t^ 
Philomathique de Paris; membre et ancien president de la Sod^t^ Math^matique de 
France; membre du Conseil de la Soci^t^ d'Encouragement pour Tlndustrie Natio- 
nale ; membre du Comit^ consultatif des Assurances contre les acddents du travail ; 
membre de la Soci^t6 des Ing^nieurs dviles de France et de Tlnstitut des Actuaires 
Francos ; membre de TAssociation Fran^ise pour TAvancement des Sdences ; membre 
de la Commission permanente intemationale du « Repertoire Bibliographique des Scien- 
ces math^matiques » ; eiiaminateur d'admission et rdp^titeur ii l^cole Polytechnique 
de Paris. [Avenue Carnot, 4 — Paris, XV U* (France)], 

Fubini (Guido) [Venezia: 19.1.1879] [ 12.4. 1903], dottore in Matematica ; inc di 
Analisi superiore nella R. University di Catania. [Pia:^:^a Manganelli, 14, )° p.** — Can 
tania (Italia)]. 

Galdeano (Don Zoel Garda de) [Pamplona (Navarra^ Espana): 5.7.1846] 
[24. 5. 1 89 1], Doctor en Ciendas matemiticas ; sodo correspondiente de la Real Aca- 
d^mia de Ciendas Exactas Fisicas y Naturales de Madrid ; sodo correspondiente de 
la Academia Real das Sdendas de Lisboa ; miembro de la Soci^t^ Math^matique de 
France ; miembro de la Deutsche Mathematiker-Vereinigung ; miembro de la Com- 
mission permanente international du « Repertoire Bibliographique des Sdences Math6- 
matiques » ; catedritico de Ciiculo diferencial 6 integral de la Universidad de Zara- 
goza. [Coso^ 99 — Zarago:^a (Espana)], 

Garibaldi (Cesare) [Genova: 27.5.1865] [8.1. 1893], ingegnere; dottore in Ma- 
tematica; assistente alia cattedra di Calcolo infinitesimale nella R. Universiti di Ge- 
nova. [Via Balbif )8 — Genova (Italia)], 

^Gtebbia (Michele) [Palermo: 7.2.1854] [2.3.1884], membro della Sod^tfe Mathfe- 
matique de France ; membro del Consiglio Direttivo del Circolo Matematico di Palermo ; 
libero docente di Meccanica razionale nella R. Universitii di Palermo; inc di Statica 
grrafica nella R. Scuola d'Applicazione per gl'Ingegneri in Palermo. [Pia\:^a Bologni^ 25 
-- Palermo (Italia)], 

C3erbaldi (Francesco) [Spezia (Prov. di Genova): 29.7.1858] [27.7.1887], dot- 
tore in Matematica ; sodo attivo e segretario della dasse di Sdenze naturali ed esatte 
della R. Accademia di Sdenze, Lettere e Belle Ard di Palermo; membro della So- 
dM Math^matique de France e della Deutsche Mathematiker-Vereinigung ; segretario 
del Comitato Italiano pel a Repertorio Bibliografico delie Sdenze Matemadche»; mem- 
bro del Consiglio Diretdvo del Circolo Matematico di Palermo ; prof. ord. di Geome- 
tria analitica e projettiva, ed inc. di Analisi superiore, nella R. University di Palermo. 
[Via Gaetano Daita, 21 — Palermo (Italia)], 

fGerrans (Henry Tresawna) [Plymouth (England): 23.8.1858] [8.2.1903], 
M. A. Oxford ; Member of the London Mathematical Sodety ; Member of the Ame- 
rican Mathematical Sodety ; Member of the Sod^t^ Math^matique de France ; Fellow 
and Tutor of Worcester College, Oxford. [St, John Street, 20 — Oxford (England)], 

Gigli (Duilio) [Sansepokro (Prov. di Arezzo): 8.1. 1878] [22.6.1902], dottore in 
Matematica; prof, nd R. Liceo di Sondrio. [R, Liceo — Sondrio (Italia)]. 

(Horgi (Giovanni) [Lucca: 27. 11. 1 871] [26.4.1903], ingegnere, M. L E. E., pre- 
sidente della sezione di Roma dell'Associazione Elettrotecnica Italiana. [Via Farini, 5 — 
Roma (Italia)]. 

Giudice (Francesco) [Codevilla (Prov. di Pavia): 1.3. 1855] [24.1. 1886], inge- 
gnere ; dottore in Matematica ; libero docente di Algebra complementare nella R. U- 
niversitii di Genova; prof nel R. Istituto Tecnico di Genova. [R. Istituto Tecnico — 
Genova (Italia)], 
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Oiulotto (Virgilio') fMantova: 5.5. 1877] [9.11.190a], dottore in 
prof, nel R. Ginnasio di Licata. [R. Ginnasio — Licata (Prov, di Gtrgenti) (lUlm)]. 

Grimaldi (Giovan Pietro) [Modica (Prov. di Siracusa): 28.10.1860J [8,1.1888], 
dottore in Fisica ; sodo etfettivo e segretario dell*Accade.iiia Gioeoia di Catania ; 
prof. ord. di Fi^ica spehmentale, ed inc. di un corso di Ftsica per i medid ed i £u- 
madsti, nella R. Universiti^ di Catania. [Via Androtu, 2$ — Catania (Italia)], 

* f Ouooia (Nob. Giovanni Battista) dei Marchesi di Ganzaria [Palenno: 2i.iax855] 
[a.).i884j, dottore in Matcmatica; sodo attivo della R. Accademia di Sdenze, Lettere 
t Belie Arti di Palermo; membro della Sodi^t^ Math^matique de France, deU'Asso- 
dation Fran^ise pour TAvanccment des Sdences e della Deutsche Madionatiker-Ve- 
reini^un^i;; corri^pondente della Soci^t^ Philomathique de Paris, della SodM Royale 
des Sciences de Wge e della Sodctit di Sdenze Naturali ed Economiche di Palermo; 
metnbro della Comtnisbione perniancnte intemazionale del « Repertoire Bibliographiqae 
des Sciences Math^matiqucs » ; membro dd Consi^lio Direttivo e direttore dei Reudi^ 
ionti dtl Circolo Mutematico di Palermo ; prof. ord. di Geometria superiore nella R. U- 
niversitA di Palermo. / Via Ruggitro Settimo, jO — PaUrmo (Italia)]. 

Ouerra (Ester Paolo) [Palermo: 16.1.1871J [i 5.1. 1899], ingegnere; insegnante 
di Ma tenia tica ndla Scuola Normale dcll*£ducatorio Whitaker. [Via Bosco, 16 — Pa^ 
Urmo (Italia)], 

Qrldin (HansOlof Frederik) [Jena (Sachsen- Weimar, Deutschland): 7.1 1. 1867] 
[1 a.). 18941, capitaine dans la Marine Royale SuMoise; professeur d'Astronomie i I*£- 
cole Navalc de Stockholm, [^ibylle^atan, 40 — Stockholm (Suhde)], 

+ Halsted (Gci^rge Bruce) [Newark (New Jersey, U. S. A.): 25.11. 1853] [13.5.1894], 
A. M. Princeton CoUegc; Ph. D. Johns Hopkins University; Member of the Ameri- 
can Mathematical Sodety; Meaiber of the London Mathematical Sodety; Member of 
the Sodt^ttt Mathinwtiqiie de France; Member of the Deutsche Mathematiker-Verei- 
nigu. g; Member of the SvKiedad Cientitica « Antonio Alzatea (Mexico); Member of 
* the Sodedad de Geogratia y Kstadistica (Mexico) ; Member of the Association for the 
Impriwciuent of Geometrical Theaching; Member of the Mathematical Association; 
MembiT of the Sivhoty for the Promotion of the En^eering Education; Fdlow of 
the American Assiviation for the Advancement of Sdence; President of the Texas 
Academy of Sdence; e\-Fcllow of Princeton College; twice Fellow of Johns Hop- 
kins University; Inieicollegiatc Prizeman; sometime Instructor in Post Graduate Ma- 
^enutics« Princeton College; Professor of Mathematics in the University of Texas. 
[Guadalupe Stft4t, 240 j ^ Austin (Tfxas) (L\S,A,)], 




de U Svvu^iv^ PhilvMUAihique de Paris ; mcmbre ct anden president de la Sod^t^ Ma- 
th^uutiqvie de Fiance; njcmbrc dc U Coiumisiv^n pcmunente Internationale du aR6- 

Ptrunre iUbhographique des Sciences Math^^matiques»; ^^ofe^seur d'Analyse i T^coie 
olytedmiquc de Paris. / Kw IXiuS^iHy, ^ — i'jnV, Xl'II* (France)], 

Insolora l^Filadelfo^ [l.cniini \,Prov. di Siracu>a): 29,2.1880] [24.5.1903], dottore 
in Matcnutica. / Tu d*i .V*/s»t;i\ i;o — K\>w4 (I:a:L)]. 

Jlwlia\Ba i,Nic\vKnuv>> lOmpoluttaio ^^Piov. di BenevcntoV 14.10.1847] [9.9.1888], 
dot^^l1l in Mat«matKa; sikjo wsidcnte della R, Accademia dcUe Sdenze di Torino; 
C<vrri»P\nutentt dcUWccadeaua Pontaniana di Najv^h; prof. ord. di Geodesia teoretica 
ntUa K, University di Torino; prv^f. straoid di Geotnctria pratica nella R. Scuola 
d'Applkati\M\e per gb higegneii in Toiinvv [K. Vnhffsil^ — Tcrino (Italia)]. 

f Jonlail ^CamiUe^ ll >am\ (^KhvMie, Fn^•.^ctr^ : vi.i^^^J [q.o.i$S9], membre de ITn- 
tX\\\xX de Fiance (^Acad^uie des Sdencxrs sevtiv^n de Gev>n:etrie) ; roembre de la So- 
ci^t^ rhiKM«aihiowe de Paiis ; nwmbnf et anc.cn p esrdcr.: de la Soditt Matfa^xnatique 
de France ; memVce de TAssvviativAn F;An<ai>e p^^ur rAvir.cdier.: des Sciences; assodi 
tfeWii\|pcT de U K. Av>sidei\iia dei lincci v^^^^^^*-"^ « menihcr: Cvvrespondant de PAca- 
d^uc d« Lv^xn. dc U R. Accadeniia dcUe Socn^e di Tv>niKV du R. Istituto Lombudo 
di Scmum e Letttre vMilav^X de TAcctdenvji Po(t:tdda de: Nuovi Lincei (RomeX de 
TAcad^uk Ro\^ de» SdeoctSs de;^ LettiCN et des Bciux-Arts de BeUique (^fimxdlesX 
it rAoMltok Impifiak des Soeocts de St^'eter^^u.-^ de la Physka] 
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Sodetilt in Erbngen, de la Cambridge Philosophical Sode^ ; membre honoraire de la 
Sod^t^ des Sdences d*Athtoes ; docteur (honoris causa) en Madi^madque de TUniversit^ 
de Chrisdania ; anden ing^nieur en chef des Mines (actuellement en retraite) ; directeur 
du Journal de MathimaUques pures et appliqtUts ; professeur de Math6matinues au Col- 
lege de France ; professeur d Analyse i r£coie Polytechnique de Paris. [Rue ie Va^ 
renne, 48 — Paris, Vll* (France)]. 

Jung (Giuseppe) [Milano: 16. 3. 1845] C5.6.1887], dottore in Matemadca ; membro 
effettivo del R. Istituto Lombardo cU Scienze e Lettere (Milano); membro della Sod^ti 
Math^matique de France; membro onorario della British Association for the Advan- 
cement of Sdence ; redattore degli Annali di Matematicapura ed applicata; prof. ord. 
di Statica graiica e Geometria projettiva nd R. Istituto Tecnico superiore di Milano. 
[FatebenefratelU, ig — Milano (Italia)]. 

Kerbedz (M.me Eugenie de) [ ] [24.1.1892]. [Kouinietschnoi, 14 — St-Piters^ 
hourg (Russie)]. 

Laisant (Charies-Angeli [Basse-Indre (Loire -Inf6rieure, France): 1.11.1841] 
[24.5. 1 89 1], anden ^Ifeve de ITcole Polytechnique de Paris; docteur ^s Sdences ma- 
th^matiques; membre de la Sod^t^ Philomathique de Paris; membre et anden pr^i- 
dent de la Sod^t^ Math^matique de France ; president de TAssociation Fran^ise pour 
I'Avancement des Sdences (1903-1904); membre correspondant de TAcademia Reat 
das Sdendas de lisboa, de la Real Acad^mia de Ciendas Exactas Fisicas y Naturales 
de Madrid, de Tlnstituto de Coimbra* de la Sod^t^ des Sciences Physiques et Natu- 
relles de Bordeaux, de la R. Accademia di Sdenze, Lettere ed Ard di Padova, de Tln- 
sdtut National de Geneve ; secretaire de la Commission permanente interna donale du 
Repertoire Bibliographique des Sdences Math^madques ; directeur des NouvelUs An- 
nales de Mathimatiques, de ^InternUdiaire des MathimaUciens et de V Enseigttemenl 
Mathhnaiique; exammateur d'admission et r^pedteur k r£coIe Polytechnique de Paris. 
[Avenue Victor^Hugo, 162 — Paris^ XVI* (France)]. 

La Mensa (Giovanni) [Palermo: 1 3.1. 1847] [i 6.1. 1887], ingegnere; prof, di 
Costruzioni, Disegno reladvo e Geometria descritdva nel R. Isdtuto Tecnico di Pa- 
lermo. [Via Rosolino Pdo, 14 — Palermo (Italia)]. 

Lanza (Conte Giuseppe) di Mazzarino [Palermo: 6.3.1866] [22.6.1890], membia 
della Sodeti Sidliana per la Storia Patria. [Via Macqueda, 5^9 — Palermo (Italia)]. 

Lauricella (Giuseppe) [Girgend: 15. 12. 1867] [26.2.1893], dottore in Matema- 
dca; sodo effetdvo dell' Accademia Gioenia di Catania; prof. ord. di Calcolo indnite- 
simale ed inc. di Fisica matemadca nella R. Universitk di Catania. [Via Reitano, 10 
^Catania (Italia)]. 

Lebon (Desire-Emest|) [Audigny (Aisne, France): 25.8.1846] [24.3.1889], agr^g^ 
de rUniversite; laur^at de rlnsdtut de France; membre de la Sod^t^ Astronomique 
de France; membre de la Royal Astronomical Sodety of London; membre de 1' Alliance 
Fran(;aise pour la Propagadon de la Langue fran^aise dans ies colonies et k T^tranger; 
membre de la Soci^t^ des Amis de TUniversite de Paris; dd6gu6 de la Sod^te As- 
tronomique de France au Congr^s International des Sdences Historiques de Rome (avril 
1905); anden professeur suppliant de G^om^trie descriptive au Conservatoire des Arts 
et Metiers de Paris; professeur de Mathimatiques au Lycfee Charlemagne de Paris; cor- 
recteur pour Tadmission k i'^cole Militaire et examinateur pour le Baccalaureat mo- 
deme i la Sorbonne. [Rue des 6coles, 4*" — Paris, V* (France)]. 

Levi (Beppo) [Torino: 14.5. 1875] [8.5.1898], dottore in Matematica; prof, nel 
R. Istituto Tecnico di Piacenza. [Via Pastrengo^ 12 — Torino (Italia)]. 

Levi-Givita (Tullio) [Padova: 29.3.1873] [24.2.1895], dottore in Matematica; 
membro della Sodeti Fisica Italiana, della Sodete Mathematique de France e della 
Deutsche Mathematiker-Verdni^ng; prof, di Meccanica razionale ed inc. di Meccanica 
superiore nella R. Universitii di Padova. [Via Altinaie^ 14 — Padova (Italia)]. 

La Monaco Aprile (Luigi) [Palermo: 4.4.1875] [27.12.1896], dottore in Ma- 
tematica ; pro£ nd R. Liceo-Ginnasio Gioberti di Torino. [R. Licto-Ginnasio Gioberti^ 
Torino (Italia)], 

Loria (Gtno^ [Mantova: 1^.31.1862} [4. 12. 1887], dottore in Matematica; sodo 
Gorriipoodeiice delk li Atfcadcmift VirgiJIaiia di Sdeose». Lettere ed Arti di Manteva^ 
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della Sodedad Cientifica « Antonio Alzate » (Mexico), della R. Accademia di Scienze, 
Lettere ed Arti di Modena, dell' Accademia Pontaniana di Napoli, della Kgl. B6hniischen 
Gesellschaft der Wissenschaften (Praga;; membro deirAssodarion for the Improvement 
of Gcomeirical Teaching; membro ddla Deutsche Matheinatiker-Vereinigung; membro 
dd Consiglio Direttivo dd Circolo Matematico di Palermo; direttore del Bollettino di 
BibliograjM e Storia dellt Scienie vutetnatiche; preside della Facoltii di Sdenze, profes- 
sore ord. di Geometria superiore ed inc. di Geomctria descrittiva ndla R. University 
di Genova. [Passo Caffaro, i — Gcnova (Italia)], 

Lugaro (Enrico) [Palermo: 2. 12. 1876 J [21.1.1900], dottore in Matematica; prof, 
nd R. Ginnasio di Castrovillari. [R, Ginnasio^Castrovillari (Prov, di Cosenia) (Italia)], 

Macaluso (Damiano) [Palermo: 27.4.1845] [18.4.1886J, ingegnere; sodo attivo 
e direttore ddla dasse di Sdenze naturali ed esatte della R. Accademia di Sdenze, 
Lettere e Belle Arti di Palemio ; sodo ord. della Society di Scienze Katurali ed Eco- 
nomiche di Palermo; sodo onorario dell* Accademia Gioenia di Catania; sodo corri- 
spondente della R. Accademia dd Lined (Roma); prof. ord. di Fisica sperimentale, 
ed inc. di un corso di Fisica per gli studenti di Medidna e Farmada, nella R. Uni- 
versity di Palermo. [R. Universitd — Palermo (Italia)], 

Macfkrlane (Alexander) [Blairgowrie (Perthshire, Scodand): 214.185 ij 
[23.12.1894J, M. A., D. Sc. Edinburgh, L. L. D.; Member of the Royal Sodety of 
Ecfinburgh; Member of the American Mathematical Sodety (New-Jork); Member of 
the Deutsche Mathcmatiker-Verdnigung ; Member of the Sodedad Cientifica « An- 
tonio Alzate » (Mexico); General Secretary of the « International Assodation for the 
promotion of the Study of Quaternions and Allied Systems of Mathematics; Pro- 
fessor of Mathematical Physics, Lehigh University, South Bethlehem, Pa. [Gowrii 
Grove — Chatham (Ontario) (Canada)], 

Macri (Vincenzo) [ J [23.3.1890J, ingegnere. [ Casteltermini (Prov. di Girggnti) 
(Italia)]. 

• Maisano (Giovanni) [Mezzojuso (Prov. di Palermo): 23.5.1852] [2.3.1884], dot- 
tore in Sdenze Fisico-Chimiche ; dottore in Matematica ; sodo ordinario della R. Acca- 
demia Pdoritana di Sdenze, Lettere e Bdle Arti di Messina; sodo attivo della R. Acca- 
demia di Sdenze, Lettere e Bdle Arti di Palermo; prof. ord. di Algebra nella R. U- 
niversiti di Palermo. [Via Celso, 66 — Palermo (Italia)], 

Mancini (Ernesto) [ ] [i 4.1. 1894], ingegnere. [Via Lungara, 10 — Roma (Italia)]. 

Marcolongo (Roberto) [Roma: 23.8.1862J [13. 5. 1888], dottore in Matematica; 
prof. ord. di Meccanica razionale ed inc. di Fisica matematica nella R. Universitii di 
Messina. [R. Universitd — Messina (Italia)], 

lHarletta (Giuseppe) [Catania: 10.10.1878] [22.1 2.1 901], dottore in Matematica; 
assistente aUa cattedra di Geometria projettiva e descrittiva, ed assistente onorario alia 
cattedra di Calcolo infinitesimale, ndla R. Universiti di Catania. [Via Motta, j — 
Catania (Italia)], 

Martin (Artemas) [Steuben Co. (New York, U. S. A.): 3.8.1835] [14. 11. 1897], 
M. A., Ph. D., LL. D.; Member of the London Mathematical Sodety ; Member of die 
Sod^t^ Math^matique de France; Member of the Edinburgh Mathematical Sodety; 
Member of the Mathematical Association, England; Member of the Deutsche Mathe- 
matiker-Verdnigung ; Member of the American Mathematical Sodety; Member of the 
Philosophical Sodety of Washington; Fellow of the American Association for the 
Advancement of Sdence; Editor and Publisher of the Mathematical Visitor; Editor 
and Publisher of the Mathematical Magaiine, [oi^ N Street, N, W. — Washington, 
D.a (U.S.A.)]. 

Martilftoiti (Vittorio) [Mantova: 11. 8. 1859] [24.1. 1886], dottore in Matematica; 

mn4o ordnuuio ddk R* Accademia Peloritana di Sdenze, Lettere e Belle Arti di Mes- 

'MTviipoDdente ddla R* Accademia Virgiliana di Sdenze, Lettere e Belle Arti di 

J' Accademia Gioeiiia di Caunia ; rettore della R. Universitii di Messina; 

■4dbi p i D J e t t iv m e descrittiva con disegno, ed inc. di Geometria su- 

iitk di Ifesatna. [R. Universitd --• Messina (Italia)]. 

Jbpoli: ia.a.1851] [Q.7.1890], sodo ordinario della R. Ac- 
^»m, Lettere e BeQe Arti di Messina; prof, di Matematica nd 
iBi. [Fmtm k F^sta-- Messina (liaUa)]. 
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Bfasoni (Udalrigo) [NapoH: 11.7.1860] [i 3.2.1887], dottore in Matemadca; in- 
lere; sodo residente dell'Accademia Pontaniana di Napoli; socio ordinario residente 
deT R. Istituto d'lncoraggiameato di Napoli ; socio nazionate corrispondente della R. Ac- 
OLdemia delle Sdenze Fisiche e Mate.natiche di Napoli ; Presidente della Giunta di Vi- 
silanza de^'Istituti tecnico e nautico; gi^ Presidente del Consiglio delFOrdine e del 
CoDe^o degi'Ingegneri ed Architetti di Napoli ; libero docente di Meccanica razionale 
nella R. University di Napoli; prof. ord. di Idraulica teoretica e pratica, e direttore del 
relativo Gabinetto, nella R. Scuola d*Applicazione per gringegneri in Napoli. [Via Mtr- 
dina, 6) — Napoli (Italia)], 

Biassarini (Sig.na I^a) [] [24.11. 1895], dottoressa in Matematica, tit. di Ma- 
tematica nella R. Scuola Tecnica Femminile Marianna Dionigi di Roma; inc di Mate- 
matica nel R. Ginnasio Femminile «Regina Elena » di Roma. [Via Na^ionaUy i$8 — 
Roma (Italia)]. 

Medolaghi (Paolo) [Firenze: 24.11. 1873] [27.3.1898J, dottore in Materaatica ; 
libero docente di Calcolo infinitesimale e assistente straord. alia cattedra di Geometria 
superiore nella R. Universita di Roma ; vice-direttore della Cassa nazionale di previ- 
denza per la vecchiaja e per la invalidity degli operai. [Via Manin, 69 — Roma (Italia)] 

Mendiz&bal Tamborrel (Joaquin de) [P uebla (Mexico) : 20. 3 . 1 8 5 6] [ 1 1 . i . 1 89 1 ], 
Ingeniero G^ografo y Militar; Miembro honorario de la Sodedad Cientifica « Antonio 
Akate » de Mexico ; Sodo de ni!imero de la Sociedad Mexicana de Geografia y Esta- 
distica ; Miembro de la London Mathematical Sodetv* de la Edinburgh Mathematical 
Sodety, de la Sod^t^ Math^matique de France, de k American Mathematical Sodety ; 
Miembro de las Sodedades Astron6micas de Alemania v Franda ; Miembro de las 
Sodedades de Geografia de Berlin, Bruxelles, Madrid, Mexico y Paris; Miembro cor- 
respondiente de la R. Accademia delle Scienze di Padova ; Miembro de la Sod6t^ 
Sdentifique de Bruxelles ; Miembro de la Associaci6n de Ingenieros de Mexico ; Miem- 
bro de la Sociedad Mexicana de Historia Natural. [Sociedad Al\ate, Palma, i) — Mexico 
(Mexico)]. 

Mignosi (Gaspare) [Palermo: 6.1. 1875 J [26.1. 1902], dottore in Matematica ; as- 
astente volontario alia cattedra di Algebra complementare nella R. University di Pa- 
lermo. [Via S. Agostino, 55 — Palermo (Italia) J. 

Bfineo (Corradino) [Palermo: 26.7.1875] [i 2.1. 1902], dottore in Matematica; as- 
sistente al gabinetto di Geodesia della R. University di PaJermo. [Fia Fortunato Fe- 
dele, 6, f p"" — Palermo (Italia)]. 

Mittag-Leffler (Gdsta) [Stockholm (Su^de): 16.3. 1846] [13. 5. 1888], Dr. phil. 
rUpsala) ; docteur (honoris causa) en Math^matique de PUniversit^ de Bologne et de 
rUniversit^ de Christiania ; docteur honoraire a of Civil Laws » de I'Universit^ de 
Oxford ; docteur honoraire en Sciences de TUniversit^ de Cambridge ; assod^ Stranger, 
membre honoraire, membre ou correspondant des Academies et Sod^t^s suivantes : 
Wskundig Genootschap te Amsterdam, Sod6t6 Parnassos d'Ath^nes, R. Accademia 
delle Sdenze delPIstituto di Bologna, Acad^mie Royale des Sdences, des Lettres et 
des Beaux-Arts de Belgique (Bruxdles), Academic Royale des Sdences de Hongrie 
^Budapest), Cambridge Philosophical Sodety, Sod6t6 Royale des Sdences de Norv^ge 
(Christiania), Sod^t^ Royale Danoise des Sciences (Copenhague), Kdnigl. Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Gdttingen, Leopoldinisch-Carolimsche Akademie in Halle, Finska 
Vctenskaps-Sodeteten ^Helsingfors), Deutsche Mathematiker-Vereinigung, Soci^t^ Roya- 
le des Sdences de Li^ge, Royal Sodety of London, British Association for the 
Advancement of Sdence, London Mathematical Sodety, Manchester Literary and Phi- 
losophical Sodety, Soci^t^ Math6matique de Moscou, Sodetd Reale (Accademia dcUe 
Sdenze Fisiche e Matematiche) di Napoli, Accademia Pontaniana di Napoli, Institut 
dc France (Acad^mie des Sdences), Sod6t6 Math^matique de France, R. Accademia 
dd Lined (Rome), Acad^mie Imp6riale des Sdences de St.-P^tersbourg, Kongl. Svenska 
Vctenskaps-Akademien (Stockholm), R, Accademia delle Sdenze di Torino, Kongl. 
Vetcnskaps-Societeten (Sodetas Regia Sdentiarum Upsaliensis) ; membre du Consiglio 
Direttivo dd Circolo Matematico di Palermo ; r^dacteur en chef des Acta Mathematical 
professeur d' Analyse supdrieure ii TUniversit^ de Stockholm. [Djursholm (Stockholm) 
(Suide)]. 

Moniesano (Domenico) [Potenza: 22.12.1863] [13.5.1888], dottore in Matema- 
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tica; sodo nazionale oorrispondente delta R. Accademia delle Sdenze Fisiche e Mate- 
matiche di NapoK; sodo residcnte dell* Accademia Ponuniana di Kapoli; prof. onLdi 
Geometria projemva, e libera docente di Geometria superiore, nella R. Universiti di Na- 
polL [Fia Duomo, {6 — Napoli (Italia)]. 

Montessus de BaJlore (Vicomte Robert de) [Lyon (Rhdne, France): 20.5.1870] 
[13.X.1901J, licend^ ^s Sdences math^matiques ; membre de la Sod6t6 Math^nadqiie 
de France ; membre de la Sod6t^ Sdentifique de Bruxelles ; membre de La SodM 
Beige d'Astronomie ; professeur de M6caniquo rationelle et char^ des cours d'Algifebre 
et Gtom^trie sup^rieures i la Faculty libre des Sdences de Lille. [Boulevard de la 
Libera, 121 — LilU (Nord) (France)]. 

Moore (EHakim Hastings) [Marietta (Ohio) (U. S. A.): 26.1. 1862] [27.1.1889], 
B. A., Ph D. (Yale, Gdttingen, honorary); Member of the National Academy of 
Sdences (Washington) ; Me.nber and ex-President of the American Mathematical So- 
dety; Member of the London Mathematical Sodety ; Me^nber of the Deutsche Ma- 
the.natiker-Verdnigung ; Editor of the Transactions of the American Mathematical So- 
ciety; Professor and Head of the Depart inent of Mathematics, University of Chicaga 
[Washington Avenue ^6iy — Chicago (111) (U. S. A.)]. 

Morera (Giadnto) [Novara : 18.7.1856J [4,12.1887], dottore in Matcraatica; so- 
cio corrispondente della R. Accademia dd Lined (Roma) ; sodo residente della R. Ac- 
cademia delle Scienze di Torino; prof, onorario della R. Universitii di Genova; prof, 
ord. di Meccanica razionale ed inc. di Meccanica superiore nella R. Universiti di To- 
rino. [Via Delia Rocca, 22 — Torino (Italia)]. 

Newson (Henry Byron) [Mount Gilead (Ohio, U. S. A.): 10.7.1860] [25.8.1901], 
M. A., Ph. D. ; Member of the American Mathematical Sodety ; Member of the Deut- 
sche Mathematiker-Vereinigung ; Editor of the Kansas University Science Bulletin; 
Professor of Mathematics in the University of Kansas. [University of Kansas — Law- 
rence (Kan.) (U. S. A.)]. 

Nobile (Vittorio) [Napoli: 27.10.1875] [ 10.2. 190 1], dottore in Ma temadca; 1° as- 
sistente nel R. Osservatorio Astronomico di Napoli; assibtente alia cattedra di Geo- 
metria descrittiva nella R. University di Napoli. [R. Osservatorio Astronomico di Car- 
podimonte — Napoli (Italia)]. 

Orlando (Ludano) [13.5.1877] [12.7.1903], dottore in Matematica; tenente del 
Genio; assistente volontario d* Algebra nella R. Universiti di Roma. [Fiai^xa S. Pie- 
tro in Vincoli, j — Roma (Italia)]. 

Paci (Paolo) [Ameglia (Prov. di Genova): ij.5.1847] [25.1.1891], dottore in 
Matematica ; dottore aggregato della R. University di Genova ; prof. ord. nella R. Scuola 
superiore di applicazionc per gli Studi Comraerciali e nel R. Liceo Colombo di Ge- 
nova. [Via Caffaro, 22 — Genova (Italia)]. 

Painlev6 ^Paul) [Paris: 5. 12.1863] [28.4.1895], docteur hs Sdences math^ma- 
tiques ; membre de I'lnstitut de France ( Acad6mie des Sdences, section de G^omfetrie) ; 
membre de la Sod6t6 Math^matique de France et dc la Sod^t6 Astronomique de 
France ; maltre dc Conferences A I'ficole Nomiale sup6rieure de Paris ; r^^uteur i I'fi- 
colc Poly technique de Paris. [Cit^ Vaneau, 9 — Paris, VIP (France)]. 

Pasoal (Ernesto) [Napoli: 7.2.1865] [24.12.1899], dottore in Matematica ; mem- 
bra effettivo dd R. Istituto Lombardo di Sdenze e Lettere (Milano) ; sodo corrispon- 
dente della R. Accademia dei Lincei (Roma) e dell'Accademia Pontaniana di Napoli; 
membro della R. Accademia delle Scienze di Praga; membro dd Consiglio Direttivo 
dd Circolo Matematico di Palermo ; prof. ord. di Oilcolo infinitesimale ed mc. di Analisi 
superiore nella R. Universiti di Pavia [Via Principe Umberto, 29 — Milano (Italia)]. 

Patern6 di Sessa (Emanuele) [Palermo: 12.12.1847] [8.4.1888], senatore del 
Regno ; gii sindaco di Palenno ; uno dd XL deUa Sodeti Italiana delle Sdenze (Ro- 
ma); sodo nazionale della R. Accademia dd Lined (Roma); sodo attivo della R. Ac- 
cademia di Scienze, Lettere e Belle Arti di Palermo ; corrispondente delle Reali Acca- 
demie di Napoli, di Torino, del R. Istituto Lombardo di Sdenze c Lettere, dd R. Istituto 
Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, della R. Accademia Gioenia di Catania, dell'Acca- 
demia Peloritana di Messina, ddla SodetA Sdentifica Argentina ; membro onorario detla 
Sodetii di Sdenze tisiche di Bukharest; membro della Sodeti Chimica di Beriino e 
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ddk Sodetii di Sdenze Natuiali ed Economiche di Palermo; dottore onorario della 
R. Universitil di Erlaarai; prof, onorario della R. University di Palermo; direttore 
deUa. Ga^etta Chimica Italiana; prof. ord. di Applicazioni della Chimica ed inc. di 
Chiinica analitica nella R. University di Roma, [yia Naxionale, ij — Roma (Italia)]. 

*Patem6 (Francesco Paolo) [Novi Ligure (Prov. d* Alessandria) : 1 1.5. 1852] 
[2.3.18S4], ingeenere-architetto ; prof, straord. di Geometria descrittiva con disegno 
nella R. Universiti^ di Palermo; prof, di Matematica nel R. Istituto Tecnico di Palermo. 
[Via Carini, 80 — Palermo (Italia)], 

Peano (Giuseppe) [Cuneo: 27.8.1858] [4.12.1887], dottore in Matematica ; sodo 
residente ddla R. Accademia delle Sdenze di Torino ; membro deUa Sodedad Oentifica 
« Antonio Alzates (Messico); direttore della Rivista di Matematica ; membro del Con- 
stgBo Direttivo del Circolo Matematico di Palermo ; prof. ord. di Calcolo infinitesimale 
ndla R. Universitii di Torino. [Via Barharoux, 4 — Torino (Italia)]. 

Pennacchietti (Giovanni) [Arcevia (Prov. di Ancona): 25.7.1854] [14.12. 1890], 
dottore in Sdenze Fisico-Matematiche ; membro effettivo dell' Accademia Gioenia di 
Catania; prof. ord. di Meccanica razionale ed inc. di Meccanica superiore nella R. U- 
niversitil di Catania. [R. University — Catania (Italia)], 

*Pepoli (AlessandroJ [Palermo: 17.3. 1852] [2.3.1884], ingegnere; prof, nella 
R. Scuola Tecnica Gagim. [Via Isidoro La Lumia, 66 — Palermo {Italia)], 

Perazzo (Umberto) [Nizza Monferrato (Prov. di Alessandria) : 25.10.1878] 
[3^.1901], dottore in Matematica; assistente alia cattedra di Geometria projettiva e 
descrittiva nella R. Universiti di Torino. [Cor so Oporto, ij — Torino (Italia)], 

Pema (Alfredo) [NapoH: 21.9.1873] [12.6.1898], dottore in Matematica; prof. 
nella R. Scuola Normale di Lecce. [Discesa Sanitd, 12 — Napoli (Italia)]. 

Petrovitch (Michd) [Bdgrade (Serbie): 6.5.1868] [ 10. 1. 1897], anden tltve de 
l*£cole Normale sup&rieure de Paris ; licend^ ^s Sdences physiques ; docteur 6s Sden- 
ces math^matiques ; membre de 1* Acad^mie Royale des Sdences de Belgrade ; membre 
de l'Acad6mie des Sdences de Agram; membre de la Sod^t^ Royale des Sdences 
de Prague; membre de la Sod6t6 Math^matique de France; professeur k la Faculty 
des Sdences de Bdgrade. [Kossantch- Venae, 26 — Belgrade (Serbie)]. 

Pexider Qan Vil^m) [Karlln (Boemia): 22.12.1874] [24.5.1903]. Dr. phil. [Td- 
horsU /f ., 6^ — Praga, II (Boemia) J, 

Picard (Charies-fimile) [Paris: 24.7.1856] [i 3.4.1 890], docteur te Sdences ma- 
di^matiques ; membre de I'lnstitut de France ( Acad^mie des Sdences, section de G60- 
m^trie); docteur (honoris causa) en Math^marique de TUniversil^ de Christiania; do- 
cteur honoraire « of Civil laws » de TUniversit^ de Glasgow ; docieur honoraire de 
rUniversit^ Clark (fitats-Unis) ; membre et anden President de la Sod6t6 Math^ma- 
tique de France; assod^ Stranger, membre honoraire, membre ou correspondant, des 
Academies et Sod6t6s suivantes: Sod6t6 des Sdences d'Ath^nes, Kdnigl. Akademie 
dcr Wissenschaften zu Berlin, R. Accademia delle Sdenze dell'Istituto di Bologna, Ame- 
rican Academy of Arts and Sdences (Boston), Sod6t6 Royale Danoise des Sdences 
(Copenhague), Kdni^. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gdttingen, Finska Veten- 
skaps-Sodeteten (Helsingfors), Sod^t^ Math^mati^ue de Kharkow, R. Istituto Lombardo 
di Sdenze e Lettere (^^ano), Acad^mie Lnp^nale des Sdences de St.-P6tersbourg, 
R. Accademia dd Lined (Roma), R. Accademia delle Sdenze di Torino, Kongl. Veten- 
skaps-Sodeteten (Sodetas Kegia Sdentiarum Upsaliensis), National Academy of Sdences 
(Washington); membre honoraire de la London Mathematical Sodety; professeur 
d' Analyse sup^rieure k la Faculty des Sdences de Paris; professeur de M^canioue k Tfi- 
cde Centrale des Arts et Manufactures de Paris. [Rue Bara, 4 — Paris, VI' (France)]. 

Pieri (Mario) [Lucca: 22.6.1860] [10.3 1889], dottore in Matematica; sodo ef- 
fettivo dell* Accademia Gioenia di Catania; sodo corrispondente della R. Accademia 
Lucchese di Sdenze, Lettere ed Ard; prof. ord. di Geometria projettiva e descrittiva, 
ed inc. di Geometria superiore, nella R. Universitii di Catania. [R. Universitd — Ca- 
tania (Italia)]. 

Pincherle (Salvatore) [Trieste: 11. 3. 185 3] [11. 3. 1888], dottore in Matematica; 
iccadenuco benedettino della R. Accademia delle Sdenze dell'Istituto di Bologna ; so- 
do narionale della R. Accademia dd Lined (Roma); sodo corrispondente dd R. Istituto 

Mmd, Gr€. Msitm. P^Unmo, u XVm (1904). — Sumpftto il 15 nurso 1904. t 
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dottore in Matematica ; prof, nd R. liceo C. Beccaria di Milano. [R. Liao C. Btc- 
cMria — Milano (Italia)], 

Ricci (Gregorio) [Lugo (Prov. di Ravenna): 12.1.1853] [23.12.1894], dottore in 
Sdenze Rsico-Matematiche ; raembro effettivo del R. Istituio Veneto di Sdenze, Let- 
tcrc ed Arti (Venezia); sodo corrispondente della R. Accademia A^ Lined (Roma); 
membro della Deutsche Mathematiker-Verdnigung ; prof. ord. di Algebra complemen- 
tare ed inc. di Fisica Matematica nella R. Universitii di Padova. [Pia\:^a Vittorio EmO" 
Hiule IP, 29 — Padova (Italia)], 

Hindi (Sdpione) [Lucca: 29.10.1859] [i 3.2.1887], dottore in Matematica; prof. 
ncl R. Liceo Machiavelli in Lucca. [Via Elisa, 14 — Lucca (Italia)], 

Ronco (Nino Emilio) [Genova: 27.11.1865] [13.2.1898], ingegnere; dottore in 
Matematica ; assistente alia cattedra di Geometria projettiva nella R. Universitii di Ge- 
nova ; prof, di Idraulica e Macchine idrauliche nella Scuola Superiore Navale di Ge- 
nova. [f^ia Roma, 10 — Genova (Italia)]. 

Rudio (Ferdinand) [Wiesbaden TPreussen, Deutschland) : 2.8.1856] [24.4.1898], 
Dr. phil. ; Mitglied der Deutschen Mathematiker-Vereinigung ; Professor am Polytech- 
nikum zu Zurich. [FcUeggstrasse, 64 — Zurich (Schwd^)], 

Ruffini (Ferdinando Paolo) [Reggio Emilia: 1.4.1823] [i 1.3. 1888], ingegnere; 
dottore in Sdenze ; sodo benedettino della R. Accademia delle Sdenze dell'Istituto di 
Bologna; sodo permanente ddla R Accademia di Sdenze, Lettere ed Ard di Mo- 
dena ; sodo corrispondente della R. Accademia di Sdenze, Lettere ed Arti di Padova 
c dd R. Istituto Veneto di Sdenze, Lettere ed Arti (Venezia); prof, emerilo ddla 
R. UniveisitA di Modena ; prof. ord. di Meccanica razionale ndla R. Universiti^ di Bo- 
logna. [Via CastigHone^ 41 — Bologna (Italia)], 

Russo ^Giovanni) [Catanzaro: 1.9.1851] [26.8.1888], prof, di Matematica net- 
ristituto Tecmco pareggiato e nella Scuola Tecnica pareggiata di Catanzaro. [ Fia Scdl- 
faro, j — Catanzaro (Italia)] . 

Sadun (Elcia) [Pitig^ano (Prov. di Grosseto): 29.1. 1858] [28.4.188^], dottore 
in Ma^Batiai; prof, nd R. Isdtuto Tecnico di Roma. [R, Istituto Tecnico — Roma 

(Italia)]. 

Salvatore-Dino (l^ola) [Torre Annumdata (Prov. di NapoU): 12.11.1843] 
[4. 1 2. 1 887], sodo residente deU' Accademia Pontaniana di Napoli ; corrispondente deUa 
R. Accademia delle Sdenze Fisiche e Matematiche di Napoli ; prof. ord. di Geometria 
anaKtica nella R. Universitii di Napoli. [Via Duomo, yy — Napoli (Italia)]. 

Sansone (Giuseppe) [Temiini-Imerese (Prov. di Palermo) : 18. i o. 1 877] [26. i . 1 902], 
Aliievo Uffidale nd y Reggimento Artiglieria da Costa. [)° Reggimento Artiglieria 
da Costa — Messina (Italia) J^^ 

Soheffers (Georg Wilhdm) [Altendorf (Braunschwdg, Deutschland): 21. 11. 1866] 
[9.2.1002], Dr. phiL; Mitglied der Deutschen Mathematiker-Vereinigung; Professor an 
cfer lechnischen Hochschule zu Darmstadt. FSaalbaustrasse 8$ — Varmstadt (Deutsche 
land)]. 

Schlegel (Victor) [Frankfurt •/o. (Preussen, Deutschland): 4.3.1843] [13. 5.1888], 
Dr. phiL ; l^tglied der Leopoldinisch-Carolinischen Akademie in Halle ; Mitglied der 
SodM Math£:iatique de France; MitgHed der American Mathematical Sodety; Mit- 
gfied der Deutschen Mathematiker-Verdnigung ; Professor an der KdnigL hdheren Ma- 
schinenbauschule zu Hagen *-/w. [Volmestrasse 62 — Hagen *7^ (Deutschland)], 

Soott (Charlotte Angas) [Lincoln (Lincolnshire, England): 8.6.1858] [9.1.1898], 
D. Sc (London) ; Member of the London Mathematical Sodety ; Member of the Edin- 
borgrh Mathematical Sodety ; Member of the American Mathematical Society ; Member 
of Sie Deutsche Mathematiker-Vereinigung ; Honorary Member of the Wiskundig Ge- 
nootschap te Amsterdam; Co-Editor of me American Journal of Mathematics; Pro- 
fessor ot Mathematics at Bryn Mawr College. [Bryn Mawr College — Bryn Mawr 
(Pa.) (U,S,A)]. 

Segre (Corrado) [Saluzzo (Prov. di Cuneo): 20.8.1863] [27.7.1887], dottore in 
Matematica; uno dd XL della Sodetii Italiana delle Sdenze (Roma); sodo residente 
ddk R. Accademia deiie Sdenze di Torino; sodo oazionale della R. Accademia dd 
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Lined (RomaV membro onorario della Ounbridge Pbilosopfaical Society; corrispondente 
della Physikalisch-medidnische Sodetiit in £nanfi;en e dd R. Ismuto Looibardo di 
Sdeoze e Lettere (Milano) ; membro ddla Deutsdne Mathematiker-Verdnigimg; proC 
ord. di Geometria superiore ndla R. Universitii di Torino. [Cor so ViUorio EmaniU" 
le, 8^ — Torino (Italia)]. 

Sever! (Francesco) [Arezzo: 134.1879] [24.2.1001], dottore in Matematica; fi- 
bero docente in Geometria projettiva e descrittiva neUa R. Umversiti di Torino. [ Via 
Fispucci, 59 — Pisa (Italia) J. 

Sinigallia (Luigi) [Ferrara : 18.9. 1864] [26.1. 1902], dottore in Matematica. [VU 
Bettino Ricasoli, 2 — Milano (Italia)], 

Soler Balsano (Emanude) [Palermo: 29.8.1867] [3. 1.1892], ingegnere; dottore 
in Matematica ; sodo corrispondente ddla R. Accademia di Sdenze, Lettere e Belle 
Ard di Palermo e della Sodetii di Sdenze Naturali ed Economiche di Palermo; sodo 
ordinario della R. Accademia Pdoritana di Messina ; prof, straord. di Geodesia teo- 
retica nella R. Universitii di Messina. [R. University — Messina (Italia)]. 

Somigliana (Carlo) [Como: 20.9.1860] [28.1. 1894], dottore in Matematica ; so- 
do corrispondente della R. Accademia dd Lined (Roma); sodo corrispondente dd 
R. Istituto Lombardo di Sdenze e Lettere (Milano); prof. ord. di Fisica Matematica 
nella R. Universiti^ di Pavia. [R. Umversitd — Pavia (Italia)]. 

Strazzeri (Vittorio) [Terranova di Sidlia (Prov. di Caltanissetta) : 2.7.1874] 
[9.6. 1 00 1], dottore in Matematica ; prof, nella R. Scuola Tecnica di San Sepolcro. 
[R. Scuola Tecnica — San Sepolcro (Prov. di Are^^o) (Italia)]. 

Tagliarini (Rodolfo) [Palermo: 17.3. 1871] [26.3.1899], dottore in Matematica; 
prof, nella R. Scuola Tecnica di Piazza Armerina. [R. Scuola Tecnica — Pia7i:ia Ar- 
merina (Prov. di Caltanissetta (Italia)]. 

Taschetti (Giuseppe) [Ucata (Prov. di Girgenti): 9.1. 1852] [4.4.1886], prof, 
nd R. Ginnasio G. B. Vico di Napoli. [S. Mandato, so—Napoli (Italia)]. 

Tedone (Orazio) [Ruvo di Puglia (Prov. di Ban): 10.5. 1870] [8.12.1^1], dot- 
tore in Matematica ; prof, straord. di Meccanica rarionale ndla R. Univeisitii (ti Ge- 
nova. [R. Universitd — Genova (Italia)]. 



Tofifoletti (Carlo) [Mcstre (Prov. di Veneiia): 12.2.1879] [22.3.1903], dottore 
in Matematica. [Rio terrd Catecumeni, 121 — Venecia (Italia)]. 

Tqja (Guido) [ ] [1 0.6. 1 900], ingegnere; attuario della c Fondiaria-Vita ». [Foth- 
diaria-Vita, plana Vittorio EmanueU — Firen:^e (Italia)]. 

Tonelli (Alberto) [Lucca: 25.12.1849] [4.12.1887], dottore in Matematica; cor- 
rispondente della Societii di Sdenze Naturali ed Economiche di Palermo ; membro dd 
Consiglio Dircttivo del Circolo Matematico di Palermo ; preside della Facolti di Sdenze 
Fisiche, Matcinarichc e Naturali, prof. ord. di Calcolo infinitesimale, ed inc. di Algebra 
complementare, neUa R. Universiti di Roma. [Piai^yi S. Pietro in VincoU, / — Roma 
(Italia)]. 

Torelli (Gabride) [Napoli: 26.3.1849] [24.6.1 888], dottore in Matematica; so- 
do rcsidente dell' Accademia Pontaniana di Napoli; sodo corrispondente della R. Ac- 
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MEMORIE E COMUNICAZIONI. 



SULLA SUPERFICIE LUOGO DEI CONTATTI DI i° ORDINE 
DELLE SUPERFICIE DI UN FASCIO CON QUELLE DI 
UNA RETE, GENERALI, E SUE APPLICAZIONI. 

Nota di L. Lo Monaoo-Aprile, in Torino. 



Adiuunza del 23 agoito 1903. 



I. Siano (J)^ [F] un fascio e una rete general! di superficie d*or- 
dini «, n' risp., e sia i una retta qualunque dello spazio. La rete [F], 
supposca individuata dalle tre superficie F, , F^ , F^ , Unearmente indi- 
pendenti, si puo intendere generata dal fascio (F, F^) quando F* varia 
nel fascio (^F^F^, Corrispondentemente alia retta /, e relativamente al 
fascio fisso (J) e al fascio variabile (F^ F*) costruiamo la superficie 2* , 
luogo di un punto A tale che i piani tangend ivi alle superficie dei due 
fasci individuate da ^ si seghino secondo una .retta appoggiantesi a /. 

Poich6 per un punto qualunque, P, della retta t passa una, e una 
sola, superficie dell'uno e dell'altro fascio i cui piani tangenti ivi si se- 
gano secondo una retta appoggiantesi a /, ne segue che questa retta h 
per intero contenuta nella superficie 2) . Conducendo poi un piano ar- 
bitrario, ic, per ^, la curva, Q, luogo dei contatti di i° ordine delle curve 
dei due fasci tracce di (/), {F^F'^ su tc, costituisce, insieme a /, la 
craccia, sul piano ic, della superficie 2) . E poich^ la curva Q £ dell'ordine 
2n-{"2n' — 3 *) e passa semplicemente per i punti base dei due fasci 



*) Di tale curva, definita dallo Steiner, si occuparono, in seguito, i sig.ri Ber- 
ZOLARI , Sulle curve plane che in due dati fasci hanno un sempUce o un doppio contatto, etc. 
(Atti della R. Accademia delle Sdenze di Torino, t. XXXI, 1896); Segre, Intorno a 
un caratUre delle superficie e delle variety superiori algebriche (ibid.); DE Franchis, Sulla 
curva luogo dei contatti d'ordine k delle curve di un fascio colle curve d'un sistema /f- 
neare 00 ^ (Rendiconti del Qrcolo Matematico di Palermo, t X, 1896, $1). 

Rmd. Ore, Uttitm, PsUrmo, t. XVIII (1904). — Sump*to il )x ottobre 190). i 
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di curve ^ segue che 

I + (2if + ^n' — 3) = 2(11 + «' — i) 

h rordine della superfide 2) , la quale passeri semplicemente per la curva, 
5, d'ordme «*, base del lasdo (/), e per la curva, £'*, d'ordine ii'\ 
hose del fascio (F, f\). 

Variando f^ nd tascio (F, F^) avremo 00" fiwd (F, F^) e, corri- 
spondentemence^ un sistema 00' di superfide 2) cbe mdidiereino con 
(2J e die, evidentemence, cosdtuisce un tasdo. Assumendo, infatd, ad 
arbitrio ndlo spaaio un punto A^ chiamando /^ k superfide del fasdo 
(/) determinau da A^ consideriamo il piano tangente ivi alia superfide 
/j e didamo P il punto in cui tale plmo incontra la retta U Nella 
rete [F] esisteri una, e una sola, superfide tangente in A alia retta V A\ 
indicando con F^ tale superfide, e con f\ la superfide del £sisdo (F^ F^) 
tale che il fasdo (F, F7) contenga Fj, la superfide 2^ relativa ai due 
£3isd (/), {F^¥^) i Tunica del sistema sudetto passante per A. 

Dunque: 

Tegrema. — Dati, ndlo spa^io, un fascio (J) e una rcU [F^^F^F^F^], 
gtnerali t J*ordim n, n risp., t data una retta f ; d ogm super ficic F* dd 
fascio (F\ F^) corrisponJe und superjicie 2] , luogo di un punto A tale cbe 
i pidni tangenti ivi alle superpcie dei due fasci (/), (F, F*J individuate da 
A si segano sccondo una retta appoggiantesi a t; le superpcie 2] relative 
al fascio (/") e agli oc* fasci (^F^t'J costiiuiscono un fascio d'ordine 
a(ii + n'- i). 

2. Delia base del fasdo (i,) fan parte : b retta /; la curva By d'or- 
dine «* , base del fascio (jy, h curva, A^y d'ordine (n — i)(3m — i), 
luogo dei punti di contatto dd pioni condotti per / e ungenti alle super- 
fide del fasdo (/) •*). Una superfide i|, relati\-a ai fasd (/), (F^Fl), 
sega F, : 

i*") nella cur%-a, d'ordine w" , fi'*, base del fasdo (F, F^); 

a*^) in una curva residuale, C, , d'ordine 

a(« + «* — i)«* — n* = n'{2n -f- if' — 2), 



•) ClV. DE Franchis, Memorii diati, Teoremi V. 

••> Ctr Gucci A, Smr uns ^ktsticn «v«k-«rwi Us pcints singulUrs des courbis 
gkikchts alcihriittfs (Cvxiiptcs Rciuius des sdmces dc rAcidtaie des Sciences, t. CXX 
(i^9SX pp. Siev-SioJ. 
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luogo dei pund di contatto delle rette appoggiantesi a / e tangead comuni 
alia superficie F, e a superficie del fascio (/). 

La base del fascio (2,) sari quindi cosdtuita : 

1°) dalla retta /; 

2**) dalla curva 5, d'ordine n*, 

3**) dalla curva A^y d'ordine {n — i)(3w — i)> 

4°) dalla curva C^ , d'ordine n' (in ••\' n! — 2). 

5**) da una curva residuale, r^ , d'ordine 

4(„ -I- n' — ly — I — w' — (h — i)(3 « - i) — «'(2« + w' — 2) 

= (2n-i)(3«'-2) + 3n'(«'-i). 

Se -4 ^ un punto di tale curva ed /^ la superficie del fascio (/) 
determinata da Ay chianiando t il piano tangente a /^ nel punto Ay e 
P il punto in cui tale piano incontra la retta /, la retta AP sari tangente 
in Ay oltre che alia /^ , a due e, quindi, alle infinite superficie della rete 
passand per A e cosrituend il fascio (F)^ , cio6 AP h Tasse del fascio 
dei piani tangcnd in A alle superficie del fascio (F) ^ ; in altre parole, 
la retta PA 6 tangente in A alia curva fi'*, d'ordine «'*, base di tale 
fascio. E poichi le curve gobbe 5'*, basi degli 00* fasci di superficie con* 
tenud nella rete [F], cosdtuiscono una congruenza razionale, un sistenu^ 
lineare, cio6, 00*, [iJJ di curve tale che per un punto date ad arbitrio 
nello spazio passa una, e una sola, curva del sistema, concludiamo 
che la curva F^ h il luogo di quei punti di contatto delle superficie del 
fascio (/) con le curve del sistema [B] tali chey essendo A uno di essiy la 
tangente ivi alia curva B^ , determinata da Ay si appoggia alia retta t. 

Come verifica, si pu6 ottenere Tordine della curva F, nel seguente 
altro modo : Si conduca per t un piano arbitrario ic e s'indichi con (c) 
la traccia del fascio (f) di superficie d'ordine w, e con [CJ^[C, C, C ] 
la traccia della rete [F] d'ordine n', sul piano ic. 

Indicando con C* la curva generica del fascio (C, C^), a ogni curva 
CI corrispondc una curva U*, luogo dei contatd di 1° ordine delle curve 
del fascio (c) con quelle del fascio (C\ C*); le curve U*, corrispondend 
a tutte le curve del fascio (C^ C^), cosdtuiscono, alia lor volta, un fascio 
(O) dell'ordine 2w-|-2«' — 3*). Cio posto, mdichiamo con / la Ja- 
coUana della rete [C] (curva d'ordine 3 h' — 3); se ; 6 un punto di 
essa, le curve di [C] passand per ; formano un fascio (C). e hanno tutte. 



*) Cfr. DE Franchis, loco citato, n^ 9. 
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ivi, la medesima tangente, t. Ora, se un punto ; della curva / i tale 
che la retta t, tangente ivi a cutte le curve del fascio (C)y, sia altresi 
tangente alia curva c. del fascio (c) individuata da ;, esso sarik evidente- 
mente un punto della curva r, . Volendo determinare il numero di tali 
pund, si osservi che una curva qualunque del fiascio (12), relativa ai due 
fasci (r), (C\ C^), incontra /: nei 3(11' — i)* punti doppi del fascio 
(C, C*); in altri 

(2" + 2"'-3)(3«'-3)-3(«'-0* = 3(«'-0(2« + n'-a) 

punti fissi [pun.i base per il fascio (Q)] che sono i pund d*incontro della 
curva r, col piano :;, oltre quelli che si trovano sulla retta /. Per cono- 
sccrc vjucsf ultimo numero si osservi che due superficie S, , X [del fascio 
(l,")), cntramtx: deirordine 2(« -|- «' — i), avendo in comune la retta I, 
s'incontrcranno sccondo una curva residuale d'ordine 

4(« + «'-!)» -I, 

U ^.Jualc incontra / in 4(m + h' — 1) — 2 pund. Ora la residuale inter- 
sc-'ionc Ji uli duo sujH:rficie si compone delle curve B, A,^ C, , F, . La 
vuvva /> non incontra /; b cur\a A^y com*^ noto *) la incontra in a(n — i) 
punti; la curva c.\ , csscndo data dalla residuale intersezione di una £j 
con b\ , iuvontia t in n pund (tand quand sono i pund comuni a / e 
ad i\\ v)uindi la curva 1\ si appoggerd a / in 

|4(»: -} u — I'i — 2] — 2(« — i) — m' = 2«4" 3"' — 4 pund; 

jvi convoj^ucn/a il numero dei pund della curva F, i quali si trovano sul 
piano ?:, vioi> Torviinc Jclla curva medesima, sard espresso da: 

come a\ovamo iiovato 

J. AsNUiiKMuiv^ ora ui^ahra rot:a i' che, \m:t magglore semplicitd, sup- 
ponci\'0 incoir.ii * in uii panto t^, coriisjx>iidcntcn.cnte a T costruiamo 
il fascio di supcrticic (^,*^ rcIa:-vo al fascio (/- , F^). La base di esso sard 
fonnata : dalla retta t\ dalla curva B e da tre altre curve A,, , C,, , F,, le 
quali hanno Jctini.'ioni analo^hc a v^uelle date per le cur\-e A,, C\, F,. 

I due fasci (i \ (-,.) saranno cvidcnccmente projetd\-i, potendocon- 
siderarsi conx* corrisponucnti due sajH.Tficie i, , i,» reladve ai medesimi 



•) Clr. GucciA, Uvo dtato. 
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due fasci (/), (F, f ^) o, pi£i brevemente, alia medesima superfide F* ; 
essi generano, per conseguenza, una superficie, S, deU'ordine 4(«-|-fi' — i), 
la quale condene la curva By come linea doppia e contiene altresl, come 
linee semplici, le altre curve basi dei due fasci (2j, (2^0- 

Due superficie 2, , I,^, , corrispondenti, hanno in comune : i**) la 
curva By d'ordine w* ; 2**) la curva jB'*, d'ordine n'* , base del fascio 
(F, F^ cui son relative le due superficie considerate; 3°) la curva Q*, 
del piano tt\ luogo dei contatti di i^ ordine delle curve dei due fasci 
tracce, sul piano medesimo, dei due fasci di superficie (/), (F^ F*); 4**) la 
curva, A*, intersezione completa delle due superficie <Pq , ^q , degli ordini 
2n — I, 2«' — I risp., luoghi dei punti di contatto delle tangenti con- 
dotte da Q risp. alle superficie dei due fasci (f), (F*, F]) *); 5**) una 
curva residuale, 6*, luogo dei punti di contatto delle superficie dei due 
fasd considerati **). 

La superficie S, per conseguenza, si scinde : nella superficie F, (luogo 
delle curve 5* e su cui giacciono le curve C, , C^f); nel piano tt' (luogo 
delle curve Q*); nella superficie <pQ , dell'ordine in — i (luogo delle 
curve A* e su cui giacciono le curve A^ , A^, e J5) ***); in una superficie 
residuale, S, deU'ordine 

4(n + n' — i) — «' — I — (2« — i) = 2n -}- 3^' — 4> 
la quale contiene la curva B come linea semplice e passa semplicemente 
per gli w' punti base della rete [F]. 

La superficie 5 si pu6 evidentemente definire come luogo dei punti 
di conlaiio delle superficie del fascio (J) con quelle della rete [F] f ); owero 
come luogo delle curve 6*. 

• 

4. Se nel fascio (2J, p. es., consideriamo una superficie ^] , corri- 
spondente alia retta / e relativa alia superficie F* , essa avri in comune 
con la superficie S: 

la curva fi, d'ordine n* , base del fascio (/^; 



•) Cfir. GucciA, loco citato. 

**) Per quel che riguarda la costruzione di tale curva e la determinazione del 
suo genere, cfir. Mineo, Sulla curva gobba luogo, etc. [Rendiconti del Circolo Mate- 
matico di Palermo, t. XVII (1903), pp. 297-310]. 

•••) Per le propriety delle superf. ^ e delle curve gobbe Af , cfr. il lavoro dtato 
dd Prof. GucciA e inoltr^ le lez. litogr. del 1895 : Teoria delle superficie ^ . , etc 

f) Cfir. Cremona, Mhnoire de glomltrie pure, etc. (Crelle, 68), n° 32. 
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k com r^, d'ordme 

(2«-i)(3«'-2) + 3«'(«'-i), 

a* 2) loogo do pand di cootatiD delk sapcrBdc dd fascio (/} con k 
nnre dd siscema [E^ tafi che k tangcnd rdainre si appqggino a I *); 
Da corral rcsidoak d'ordine 

(«+ii'-i)(2a+3«'-4)-«'-[(a«-i)(3«'-2)+3«X«'-0] 
= 3(»' + «" + 2) + 4(«»' - 2« - a.'), 

I qitak Qon i akro che la axrva fV* luc^ dci pimd di contatto ddle 
q>€rfide dci due fasci (/), (F,F^ 

S^ae da do che k curve 0*, rektnre ai fiisd (/), (F, f][), cosdnii- 
CODO on (asdo di carve gobbe segate, suUa siq>crfick S^ da udo qualimque 
ka doe fasd (2.), (2^> 

Pcncb^ come pu6 ricoaoscersi fadlmcnte, c^ni curva 49* passa sem- 
jicemeate pd pond doppi dei fasd (/), C^, ^D> 3 (asdo (6) avri 
fn — i)' punti base sempGd die sono i pond doppi dd &sdo (f). 

Ahri 

"'[("' - »y + 3(« - »y + a(« - o(«' - i)j 

^uod base del fasdo (O) sooo dad dai pimd in cui superfide del (asdo 
f\ toccano la superfide F, , d'ordine n\ 

£ chiaro, poi, che k soperfide S passa semplicemente per k curva 
f , ,, Jacotnana deUa rcte [FJ, incontrata dalk curva generica del 
ascio (O) in un gruppo ai 4(11' — 1)* pund. 

5. DeUa superfide S si pu6 dare un'altra definizione : 
Se i un panto di essa, k superfide /^ del fasdo (J) individuata 
k tocca ivi una certa superfide, F^ , delk rete [F]. Se t ^ il comune 
jiano tangente in alle due superfide, esso conterri k tangente in O 
ilia curva Bq base del fasdo {F)^^ , cosdtuito da tutte le superfide delk 
•ete [F] passanri per O, in altri termini, k superfide /^ sari tangente 
n O alk curva gobba Bq . La superficie S si potri, per cons^uenza. 



•) Se --I * un punto di ule cunra, fj U superfide dd £tsck) (0 individuata da 
J (f) il fasdo costiiuito da tutte Ic superfide ddb rctc [F] passaud per A, TassQ 
id fasdo di piani tangentiinil allc superfide dd fasdo(F)j si appoggia afla retta I e 
iK)lttc d wii nd ksdo (F)j «na superfide, F^, la quale tocca in ilia superfide /^ . 
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definire anche come luogo del punii di contaUo delle superficU del fascia 
(f) can le curve del sisiema [B]. 

Per n = I, cio6 se il fascio (/) d un fascio di piani di asse £, la 
superficie 5 non h altro che la superficie E^ , d'ordine 3 w' — 2, luogo 
dei pund di contatto dci piani condotti per la retta E e tangend a su- 
perficie della rete [F] *). 

Per «' = I, cio6 nel caso in cui la rete di superficie si riduce a 
una Stella di piani col centro in un punto P, si ritrova la superficie <pp , 
dell'ordine 2n — i, di cui ci siamo occupaci nei numeri precedenri. 

£ noto poi dalla teoria delle superficie polari che, nel caso in cui 
il fascio e la rete sono dello scess'ordine e appartengono al medesitno 
sistema lineare 00' , la superficie 5 rappresenceri la Jacobiana del siscema 
medesimo. 

6. Di tale Jacobiana si pu6 dare la seguente altra costruzione, la 
quale permetterebbe di determinare facilmente il suo comportamento in 
un punto base singolare del sistema. 

Si iudichi con 

il dato sistema lineare 00^ , intendendo che f j, F^, F^ F^ siano quattro 
superficie generali d'ordine Hy linearmente indipendend. D sistema { F | si 
pu6 intendere generato dalla rete 

[f*]^[f,f^f;], 

quando FJ varia nel fascio (F^ F^). Assumiamo, nello spazio, una retta / 
e costruiamoci la superficie S] luogo dei pund di contatto de' piani con- 
dotri per / e tangend a superficie della rete [F, F, Fj] ; a ogni superficie 
Fj corrisponde una superficie &] , sicchd avremo un sistema 00' di su- 
perficie S] , di cui, coi metodi solid, pu6 facilmente dimostrarsi la linea- 
riti. Assumendo, analogamente, un'altra retta /', che incontri / in un 
punto Q, corrispondentemente ad essa e reladvamente al sistema 00 ' si 
otterri un altro fascio (B^,), il quale sari evidentemente projetdvo al 
fsiscio (B J. Due superficie B^ , Z^, corrispondenti, reladve cio6 alia stessa 



*) Cfr. la mia Nota : Sopra una curva gohha, etc. (Rendicoati del Circolo Mate- 
matico di Palermo, t. XII, 1898), nella quale studio alcune proprietii della superficie 
££, riportando la costruzione di essa, data, per la prima volta, dal Prof. Guccia 
nelie sue ie&onL 
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rete [F*], hanno in comuae: la curva, Uq^ d'ordine jn(n — i) -|- i, 
luogo dei punti di contatto delle tangend condotte da Q alle curve del 
sistema [B*]^ costituito dalle curve basi degli oo ' fasci contenud nella 
rete [F^t\F*^; h curva, /*(,_,), Jacobiana della rete di curve pbne 
traccia, sul piano tt\ della rete [F*] di superficie; la curva gobba, /^(,_,)a, 
Jacobiana della rete [/•*] medesima *). Pertanto i due fasci proiettivi 
(SJ, (H^,), entrambi dell'ordine 3 « — 2, gencreranno un luogo dcU'ordine 
2 (3 « — 2), il quale si scinde : 

nel piano tt\ luogo delle curve J]^,_^)l 

nella superficie 9^ , reladva al fascio (F, FJ e corrispondente al 
punto Qy la quale i luogo delle curve U^; 

in una superficie residuale, /, dell'ordine 

2(3« — 2) — (2« — — I =4(«— i), 

luogo di un punto in cui due, epper6 infinite, superficie del sistema li- 
neare 00' si toccano. 

7. Mediante la superficie S, luogo dei contatti di i** ordine delle su- 
perficie di un fascio con quelle di una rete, entrambi general!, si pu6 
dare una seniplice costruzione della curva, 0, luogo dei contatd di 1° or- 
dine delle superficie di due fasci general!. 

Siano 

(0 ^ on 

(f)^(FF) 

due fasci gencrali di superficie di ordini ;/, n' rispetrivamente. Assumiamo 
due superficie arbitrarie F", F'", di ordini n\ le quali non apparten- 
gano al fascio (F), e consideriamo le due reti, di ordine ;/' : 

[F,]^[FFF-], 

[F,]^[FF'F"']. 

Queste due reti, avendo un fascio, (f f )> ^^ comune, apparterranno 
alio stesso sistema lineare oo' , 

{F} = {F, F;F", F"'\, 

di cui indicheremo con /^(«r_,) la Jacobiana. 

Ci6 posto costruiamo le superficie S, S', luoghi dei pund di contatto 
delle superficie del fascio (/) con quelle di ciascuna delle due red; tali 



*) Cfr. la mia Nota sopra dtata, n^ 2, 4 e ix. 
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superfide sono entrambe d'ordine 2n^ ^n' — 4 e passano stmpUoci^ 
mente per la curva, d*ordiae n' , base del fascia (/). 

La superfide S, p. es., avendo in comune con la superfide J^^n'rT\\ 
la curva gobba /^(^f_,)a , Jacobiana della prima rete, la cjuale 6 del rango 
4(11' — i)'(7«' — 10) *) la incontreri secondo una curva residuale A, 



*) La curva gobba, /, Jacobiana di una rete generate di superfide algebriche di 
ordlne », i stata ottenuta dal prof. Guccia (cfr. mia Nota sopra dtata, n' i e 2), 
come parziale intersezione di due superfide geneiali ^, 2', d*ordine 3 n r— 2i la cui inv 
tersezione residuale si compone: di una curvii, /, 4*or4ine 3.» — * 3, Jacobiana 4cUa 
rete di curve piane traccia della rete data di superfide SQpra up certo pijuip ic, ^ c|i 
una curva Fp, d'prdiae 

Della / si conpsce la cUs^ 

r- = (3 « - J)(3 n — 4); 
della Tp si pu6 ottenere fadlmente osservando che essa ^ intersezione residuale di due 
tupergde geperali d'ordioe m — i, le quali lunno, inoltre, in comune unit curva, 
Cp, d'ordine n(n — i), intersezione completa di una superfidq gefiejmle 4*QrdUif II 
gon la sua i' polare rispetto 4 uq polo P e il ^ui rangq 6, per cp^scigu^n^i 

«(«-*. x)(?«r^3). 
Facendo uso di formple pote, si trova, pertanto, chp il rapgo di F^ ^ espresso dal 
numero 

rpqw(fi— l)(ipif'-r- II n 4*4), 

Poich6 It due superfide S, S' hanno 19 Wfnunq I4 cunra Fp , d'prdipQ ifp e rap-r 
go fi* , llntersezione residua, T, compo^ta ^ j c J, iqcoptr^ri Fp in 

»rr = ('>— 0(81?' — 711-^2) 
punti. Analogamente, poich6 S, S' hanno in comune la curva piana ;', di cui si conosce 
I'ordine ny 3ez 3 » — 3 e la dasse fy ae (5 » — 3)(3 « — 4), la residua intersezione, 
composta di / e Fp, incontreri / in 3(« — i)(3« — 2) punti e quindi / in<;ootreFi / la 

iji = 6(» - ly 

puQti, che sartnno, evidentemcnte, doj^i per U curva compotta T. C\b potto, dal 
momento che le due »uperfici^ S, 5^ d'ordipe 3 n f«* 2. si ^e^np H^pdq 4ue (fUrye 
(complep^entari), Tp, 7, di prdipi n^^ jin^ ^ ^» e^ •'^ 3 (* "^ 0(^^ "^ 0» di 
nnghi rp, r^, nventi 5ji = q, 87.=;:6(n^ i)* punti doppi efFettivi, XT 5^ Of TiT^^Q 
cuspidi, tfj intersedoni efFettive, si ha, per una fbrmob nota: 

[2 ( 3 n — 2) — 2] « r ^= rj* 4" *rr "H ^ ^r » 

e quindi, sostituendo a 117* , ipj , Zf i loro valori, si ha : 

rj. = (« — i)(28«* — 59 « + a8). 
Indicaado eon rj la dassc <ti / si ha, perunto, r j zi? r j* — r^ , e quindi 

f/ — 4(»--i)'(7«--io). 

RmU. Grt, Maimm, PaUrmo, t. XVIII (1904)* -^ SumpAto il 9 geniuijo I904' * 
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d'ordine 

«A=4(«'-iX2«+3«'-4)-6(«'-iy = 2(«'-iX4«+3«'-5), 
del rango 

r^ = 4(n'— i)[(2n + 7n'-io)(2n— i) + (n'— i)(7ff'— lo)], 

la quale interseca B in 

Se a i un punto di tale curva, la superficie /. del fascio (/), indi- 
viduata da a, tocca ivi due, epper6 iufinite, superfide del sistema ao ' , 
non appartenenti alia rete [FF' F"]; la curva A, per cons^uenza, fari 
parte dell'mtersezione compleu delle due superfide 5, 5', le quali s'iiicon- 
treranno, ulteriormente, secondo una curva gobba, B, d'ordine 

ne = (2« + 3«' — 4)' — n' — 2(n' — i)(4n -j- 3n' — 5) 

= 3(«' + n" + 2) + 4(nn' -in- 2n'), 

la quale i, evidentemente, il luogo dei pund di concatto delle superfide 
dd fasd (/), (f). 

Una superfide /, fissata ad arbitrio nel fasdo (/^, i incontrata dalla 
curva gobba 6 in nn^ pund. Di questi, 

n[(n - ly + 3(«' - 0* + 2(« - !)(«' - I)] 
sono, per una formola nota, i punti di contano delle superficie del fascio 
(F) tangenti alia superficie /; i rimanend, 

«Be = «[3(«' + «" + 2) + 4(««' — 2« — 2n')] 

-«[(«- 0'+3(«'-0' + 2(« -!)(«'- l)]=2«X« + «'-2), 

si troveranno, dunque, necessariamente, sulla curva gobba 5, base del 
fascio (/). 

8. n procedimento adoperato nel jiumero precedente per la costru- 
zione della curva 0, ci permette di determinare subito il genere di essa. 

A tal uopo, cominciamo dal determinare il numero, i^^ , dei punti 
d'intersezione delle due curve A e 6. Poichfe le superfide S, S' hanno 
in comune la curva A, di ordine «^ e rango r^ , la residua intersezione 
composta di jB e 0, incontreri A in 

* = «a(4« + 6n' — 10) — r^ 
=2(«' — 1)[(4«+3^' — 5X4^'+^«' — i^) — 2(2«-j-7w'— io)(2n— i) — 

-2(n'-i)(7w'-io)] 
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punti, e quindi 

1^8 = i — ijA = 2(^'"~ i)(^^*+8fin' + 4n'* — i6n— I2n'-}- lo). 

E poich^ rintersezione completa delle due superficie S, S' si compone 
delle curve 5, A e 6, indicando con pQ il genere di 6, e ricordando che, 
quando Tintersezione di due superficie F^y F^y di ordini [x, v, si sonde 
in due curve i?J, , ij^'r, di ordini m, fw', di generi />,/>', il numero dei 
punti d'intersezione delle due curve t 

w(i^ + ^ — 4) — 2(p— i), 
si trova : 

«Be+»'Ae=2(2«+3«'— 6) [3(«*+«"+2)+4(«n'— 2w— 2n')] —2(j>^—i); 

da cui: 

pB = {n + n' — 2)[s(n'-^n''-^nn') — 4(4n + 4n' — 3)] + 2nn'-i. 

9. Q6 posto> ritornando alia superficie S, luogo dei contatd di i^ 
ordine delle superficie del fascio (f) con quelle della rete [F], ricordiamo 
che su di essa abbiamo un fascio, (S), di curve gobbe d'ordine 

ne = 3(«* -}- n^ -j- 2) -}- 4(«n' — 2w — 2«'), 
del genere 

;>e = (n + n'-2)[5(«' + n" + nn')-4(4n+4«'-3)] + 2nn'-i, 

per il quale sono pund base: 

i 4(« — 1)' punti doppi del fascio (/), 

gii «'[(«' _ ly + 3(„ - ly + 2(« - !)(»' - 1)] 

punti in cui superficie del fascio (/) toccano la superficie F, . 

La curva ^ generica del fascio (6) incontra ulteriormente la su- 
perficie F, in 

2n'\n + n' — 2) 

punti variabili; ognuno di tali gruppi di punti si trova sulk curva inter- 
sezione di F, con la F[ del fascio (F, F^) cui corrisponde la O* consi- 
derata. Tali gruppi generano su F, una curva, luogo dei punti di con- 
tatto delle superficie del fascio (f) con le curve gobbe basi degli 00' fasci 
(^F^F*^. Se ^ 6 un punto di tale curva e se 6^ 6 la curva del fascio 
(8) che vi passa, la superficie f^ del fascio (/), individuata da A, oltre 
a toccare ivi la curva base del fascio (F, F^ cui i relativa la curva 6^ , 
tocca ivi la Sj medesima. 



10. Un altro fascio di curve gobbe t segazto su S <kl fascio (/)• 
Lt superficie generica, /*, di qiiesto, avendo in comune con la 5 la curva 
base B d'ordine n', la incontreri ulteriormente secondo una curva va- 
riabile, y*i dell'ordine 

M^ = n{2n + 3n' — 4) — n* = n(n ^- 311' — 4), 

Ittbgt) del ^uhd in cui supefficie della rete [F] toccano la superficie /^ 
tale curva sari di rango 

^ = <n + $n' — 4)(2n ^in' — 6) 

e incontreri B in 

<fB = ^\^ + 3 »' — 4) P^^ 

Denotando con p^ il genere di y*> in virtCi della formola dtaca nel 
n^ 8, si ha: 

Vb = (3« + 3«' - 8)[nOi + 3n' - 4)] - aQ), - i), 
dondet 

p^ = I n (n + 3 « ' - 4) (2 n + 3 If ' - 8) + I . 

11. Indichiamo con (y) il fascio di curve gobbe cosdtuico su S da 
tutte le Y*. Poichd una y* i il luogo dei punri di contatto delle superficie 
della rete [F] con la /*, generica, del fascio (/), ne segue che i punti 
d^incontro di y* con una O* saranno i punti di contatto ddla /* mede- 
sima con le superficie del fascio (F, F*) cui 4 reiativa la O*; ora tak nu- 
mero i noto ed eguale a 

N=n{(n-iy-{-iin' - i)' + 2(« - r)(n' - i)]; 

dunque il fascio (6) segna su una y* una serie lineare g^j il cui numero 
di punti doppi i espresso da 

ossia da 

2«[(« - 0' + 3(«' - I)' + 2(» - i)(n' - 1)] 
_}.„(„_}. 3„' _4)(2„+ 3 „'_ 8) 

= «[2(« - 0' + 6(n' - 0' + 4(« - !)(«' - I) 
+ (« + 3«'-4)(2n+3«'-8)], 

in ognuno dei quali una superficie della rete [F] hz un contatto stazio- 
aario con la f*. 

Nel n^ precedente, intanto, sono compresi gli 

n^n(n -j- jn' — 4) 
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puad d'iDterseziooe della y* con la superficie F^ . lofatti, se b & uno di 
tali punti, ed F^ i la superficie del fascio (F^F^) individuata da A, se 
diciamo B^ la curva base del fascio (F, FJ, S^ la curva gobba relativa 
ai fasd (/), (^F F^')^ la superficie /*, come abbiamo detto (ii° 9) tocca 
in b tanto la curva 5^ [base del fascio (F, Fj)] che la curva S^: b i 
dunque un punto doppio per la serie precedente. 

Togliendo, pertanro, il numero nn'(n -^ ^n' — 4) dal numero testd 
ottenuto, si ha: 

«[2(« — 0* + 6(n' — ly + 4(n - i)(n' — 1) 
+ („ + 3n* _ 4)(2n + 3«' - 8) - «'(n + 3«' - 4)] 
= 4«K'^ + 2n' - 3)(n + n' - 3) + («' - i)(n* - 2)] 

come numero dei contatd stazionari delle superficie della rete [F] con la 
superficie /*. 

AbbiamOy quindi, il 

Teorema. — In una rete generate di superficie algebriche, d* or dine n\ 
ve ne sono 

4«[(« + 2»' - 3)(« + «' - 3) + («' - 0(«' - 2)] 

U quail banno un coniaiio siaxionario con una superficie algebrica d*ordine n. 
Se n' = I, si avri il numero, noto, 

4n(n — i)(n — n) 

dei piani tangeoti stazionari die per un punto qualunque dello spazio si 
possodo cofidurre a una superfide d'ordine n. 

1 2. Passiamo, in ultimo, a determinare I'ordine della curva, T, luogo 
dei contatti stazionari delle superficie di una rete con quelle di un fascio, 
entrambi generali 

Poidi^ una ^ incontra la curva j5, base del fascio (/), in 

2V' = 2nXn + n' — 2) 

punti, ne segue che il fascio (O) sega su B una serie lineare ^^r, dd- 
Tordine N'. In generale, in un punto, a, d'intersezione di una 0* con 
B [essendo ^ relativa al fascio (/) e a un fascio (F, F^)], le superfide 
/^ , Fl dei due fasci che si toccano in J, hanno ivi, entrambe, un contatto 
bipunto con la curva 6*; inoltre F* tocca in a la curva B, base dd fascio 
(/). Se su £ coinddono due degli N' punti di un gruppo della glj, in 
on punto, a, che non sia .punto d'intersezione di B con la superfide 
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F, , oel punto stesso dovri esservi un cootatto tripunto di Fl tanto con 
B che con O*. Nel tempo istesso la /^ , tangente in a alia superficie F[ , 
avii ivi un contatto tripunto con la curva O*; per cons^uenza le due 
superficie /^ , F* avranno il piano tangente comunc, oltre che in a, nel 
puntOy a\ infinitamence vidno ad Uy do^ esse avranno in a un contatto 
stazionario. Se poi consideriamo uno, Oy degli n* n' punti d'interseaone 
di F, con B^ per esso passeri la curva base di un ben detenninaco fascio 
(^F^I\); la O** relativa ai fasci (/), (^F^F^^^ aventi en tram bi in un 
punto base semplice a piano tangente mobile, sari dotato di un punto 
doppio in *), quindi incontreri ulteriormentc B in N' — 2 punti; ci6 
val quanto dire che la F^ passante per conteri per due fra le N' 
superficie del fascio (F, F*') tangenti a superficie del fascio (/) in punti 
della curva B; sari quindi un punto doppio della serie gl^,. Dunque, 
se t' i il numero dei contatti stazionari di superficie del fascio (/) e 
della rete [F] in pund della curva B^ detto ic il genere di quest'ultima 
curva, si ha: 



*) Nel n° I abbiamo definito la superfide 2| corrispondente alia retta / e re- 
lativa a due fasd general!, (/), (F, F^ di superfide. Indicando con P un punto gene- 
rico della retta /, e con cpp, ^p le superfide luogo, d*ordini in — i^ in' — i risp., 
delle curve di contatto dd coni di vertid P drcoscritti alle superfide dd due fasd, la su- 
perfide 2f si pu6 anche intendere generata dalla curva d'intersezion^di due superfide 
corrispondenti dd due fasd projettivi (^p), (^p) che si ottengono quando il punto P 
descrive la retta /. Nel case in cui le curve basi B, B* dd due fasd dati s'intersecano 
in un punto O, indicando con t, t' le loro tangenti ivi, le superfide «pp , <j/p relative 
ai due fasd e corrispondenti a un punto generico P della retta /, passano semplice- 
mente per O e hanno ivi per piani tangenti, risp., i due piani determinati dalla retta 
PO insieme alle due rette t, t' (Cfr. Guccia: Lezioni Ktogr. dd 189J, n° 7). 

La superfide 2^ , per conseguenza, avrik in O un punto doppio e il suo cono tangen- 
te ivi si spezza, evidentemente, nd due piani tO, tt'. Considerando un'altra retta /', la 
quale incontri / in un punto 0, e costruendo la super f. S^r ad essa corrispondente, si 
trova, analogamente, ch*essa t dotata in O di un punto doppio, il cui cono tangente 
si sdnde nei due piani /' O, tt'. £ chiaro, pcrtanto, che la curva gobba intersedone 
completa delle due superf. 2^ , 2,* avri in O un punto multiplo dd grado 2*-|- i = 5, 
e poich6 da essa si stacca (n° 3) : la curva Q*, non passante per O (potendo noi sup- 
porre, in generale, che n^ /, n^ /' passino per O); la curva A*, intersezione completa 
delle superfide <pQ , 'j/g , la quale passa semplicemente per O; le curve B, B* passanti 
setnplicemente per O ; segue che la residuale intersedone 0* passeri^ per O con 

5 — 1 — 1 — 1 = 2 num. 



SULUk SUPERFICIE LUOGO DEI CONTATTI DI I^ ORDINE9 ETC. 1 5 

E poich6 

N' = 2n*(n + n' — 2), 

27r = 2(n — i)(«' — n — i), 
sari 

t' = 3«*(2« -f" ^' ~ 4)- 

Come si pu6 verificare facilmente, questo numero coincide col nu- 
mero dei punti tripli della serie, g^z^, , segata su B dalle superficie della 
rete [F] *), il quale risultato si poteva prevedere. 

Risulta, pertanto, che la curva luogo dei contatti stazionari delle su- 
perficie del fascio (/) con quelle della rete [F] incontra una f* generica in 

4«[(« + 2«'-3)(« + «'-3) + («'-0(«'-2)J + 3»'(2« + «'-4). 

pund ; quindi Tordine della sudetta curva sari espresso, in generale, dal 
numero : 

4[(„ + 2n'-3)(« + «'-3)+(«'-i)(«'-2)] + 3«(2« + «'-4). 



Palermo, luglio 1903. 



L. Lo Monaco-Aprile. 



*) Per tale numero, cfr., per es., Segre : «r Introduxiotu alia geormtria sopra un 
inU algibrico semplicemenU infinito », 



FIGURE ELLITTICHE DI EQUILIBRIO 
DI UX VELO PL\NO LIQUIDO RUOTANTE. 

Nota del Dr. Filadelfo Insolera. in Roma. 



Adunanu del 22 noTembre 1903. 



Introduzione. 



Uno dei capitoU piii importanti della Meccanica celeste 6, senza 
dubbio, quello che si riferisce alio studio della forma degli astri. Da tale 
studio ripete la sua origine il seguente problema : 

c( Una massa fluida omogenea le cui particelle si attraggono secondo 
a la legge di Newton, ruota di moto uniforme attorno ad un asse : de- 
« terminare quali configurazioni di equilibrio puo assumere e stabilire le 
a condizioni perchd tali figure riescano stabili ». 

La risoluzione di questo problema, il quale non t che un primo 
passo per la determinazione della figura dei corpi celesti, non si conosce 
nella sua piu grande generaliti. Si sono soltanto trovate alcune solu- 
zioni particolari, la pii importante fra le quali h quella che corrisponde 
alia figura ellissoidica e che trova un certo riscontro nella forma dei 
pianeti. 

£ noto che la figura di equilibrio ellissoidica ammette come caso 
limite il cilindro ellittico, indefinito *). Questo si pu6 considerare come 
originato dall'ellissoide quando, lasciati costanti due assi, si facda crescere 
il terzo sino a divenire infinitamente grande. 

Se invece, pur mantenendo costanti due assi, il terzo si fa decrescere 

*) Vedi TissERAND, Micanique cileste, voL II, cap. Ill, pag. 107. 
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in modo condnuo^ sino a divenire infinicamente piccolo, in corrispondenza 
I'ellissoide assumeri forme sempre piu schiacciate, sino a ridursi ad una 
ellisse. Perci6 b naturale domandarsi : 

La figura di equilibrio ellissoidica, che ammette come caso limite la 
figura cilindrica, ammetteri come caso limite opposto la figura ellitdca? 

Tale problema 6 il soggetto del presente studio. 

Per la forma stessa deU'ellissoide e per lo schiacciamento mediante 
ii quale esso riducesi all'ellisse, appar logico considerare questa come pi£i 
spessa verso il centrOy con una densiti sempre minore man mano ci si 
awicini alia linea di contorno. Quindi s'6 considerata la massa non piii 
omogenea, ma distribuita per ellissi omotetiche e concentriche a quella 
esterna, con una densiti costante su ognuna di esse, ma variabile da una 
all'altra. La legge della densitii p s'd supposta semplicissima, assumendo 
p come funzione lineare d'un parametro che, variando con continuiti 
dallo zero all'uniti andando dal contorno libero al centro, individui le 
ellissi omotetiche e concentriche a quella esterna. 

Alia massa a due dimensioni che si considera si sono attribuiti i ca- 
ratteri gcnerali proprf d'una massa liquida, s*i supposto, cio6, che — senza 
tener conto dei fenomeni special! inerenti ad una lamella liquida consi- 
derata a s^ — la coesione e la compressibility .vi sieno debolissime come 
in tutti gli abituali fenomeni dei liquidi. 

In tali ipotesi si troveri che : 

Esiste un valore limite per la velociti angolare di rotazione, oltre il 
quale non sono piCi possibili configurazioni di equilibrio ellittiche per la 
massa liquida superficiale che si considera. Ad ogni valore della velocity 
angolare minore di quella limite corrispondono sempre almeno una o al 
pi£i ore figure di equilibrio ellittiche. Per valori molto piccoli della velocity 
angolare le figure corrispondenti presentano uno schiacciamento molto 
forte e corrispondentemente ad una velociti nulla la figura di equilibrio 
si riduce ad un ago. 

Inddentalmente si vedri pure che la figura circolare di equilibrio b 
sempre possibile per qualunque valore della velociti angolare. 

Onde pervenire a tali risultati s'^ determinata la funzione potenziale 
dell'ellisse nel punti della massa attraente, si sono stabilite poi le equa- 
zioni dell'equilibrio d'una massa fiuida a due dimensioni, e quindi, trovata 
Tequazione di condizione per Tequilibrio del velo piano liquido ellittico 
ruotante intorno al proprio centro, se n'd fatta la discussione deducen- 
done il significato meccanico. 

RmU, Ore. MaUm. PdUrmp, t. XVm (x904)* --' SumpAto I'll gennajo 1904. s 
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Cb'io mi stppia, nessuno $*t occupato mai di tale argomento. A me 
i parso che, data Timportanza del problema generale, esso oon debba 
esser privo di qualche interesse. Taato ia questo caso ideale, quanto nel- 
I'altro del cilindro eUittico, omogeneo, indefinito, si ha da fare con due 
sole variabili; rune e Taltro^ separacamente o di concerto, potranno even* 
tualmente rendere qualche servigio nello smdio del caso piix complesso 
dipendence da tre variabili. 

I . — Fundone potensiale dell'elline. 

Le espressioni della funzione potenziale esterna ed interna di una 
massa a due dimensioni distribuita nei punti d'un'area plana di forma 
cUitdcai si possono ricavare, indipendenteniente Tuna dall'altra, in maniera 
molto semplice. 

Fra i due ellissoidi omotetici e concentrici, le cui equazioni sono 

(*.) 7-+i^ + f = *'' 

^* V* •** 

sia distribuita una certa massa di dcnsiti p variabile per istrati omotetici 
e concentrici. Detti 5,, 5., S^ rispetdvamente lo spazio libero esterno 
alio stratOy qucUo da esso racchiuso e quello occupato dalla massa, per h 
funzione potenziale si ha, com'i noto *), corrispondentemente ai tre spazi : 

(,) »',=».t.[F(Hj-f(ff,)]y'"^-, 

quando si facdano le posizioni 

H=i—h', 

FiH) = J%{H)dH, 

D = Via' + \) (b' + \) ic' + X) , 



•) Vedi : Betti, Teoria delle for;^e newtoniane^ pag. 72. 
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X^ e X^ essendo le radici positive dell'equazione 

corrispondentemente ai valori h^ t h^ di h. 
Ponendo 

a' = a'' + c* , i' = y* + c' , cf (x) = /(x) 

e cambiando X in X — c* , il valore della funzione potenziale in uno stesso 
punto non rimane alterato. Indicandolo ancora con Vy si ha perci6 : 

(I') F, = ,ai[/(//J^"^ -/(/f.)^"^ _£/(/0-^] . 
(2') F, = ^abU^HJ ^f(H>,]£^ . 

(5-) ^-=-*[/TO/J^-/TOf^' + X'7w^]. 



.a -.» -a 



^^'> ^ + F?nr + T = *'' 



\ ^ \ ^sendo le radici positive dell'equazione (4') quando al posto di 
b si metca una volta h^ e un'altra h^. 

Ricordiamo adesso il seguente teorema *) : « L'azione sopra i pund 
« esterni esercitata da un eilissoide entro cui sia distribuita una massa di 
« densiti 

^ c ' 

« k uguale a quella esercitata sui medesimi punti da una massa a due di- 
« mensioni distribuita sull'eUisse focale con una dendti 

f' = 2cyi I p(5cos'0)cosede •^ 



dove 



— _ ^ _ y' 



^ Dnn, Sulla funiiom potenziale delVellisse e dell' eilissoide, $ 11 (Ace dd Lkieei, 
scrie 2*, L II). 

^) Cfr. Bettx, loc dt., pag. 9^* 
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In virti^ di qnesco teorema la rdaziooe (i') pu5 interpretu^ come fun- 
zione poteoziale relativa ai piind estemi di una niassa a due dimensioni 
di densid f', distribuia sulla strisda di piano compresa fxa le due ellissi 
omotedche e concentricbe 

(O ^ + ^ = *'» 

(O ^ + f- = K. 

rispetthramente focali ddl'ellissoide (A,) e dell'ellissoide (bj. 

Per i pund dello spiazio libero 5^ interno alio scrato ellissoidico, nei 
quali non si trovi massa superficiale, il teorema di sopra & valido, perd6 
la fuozione poteoziale della strisda in essi i data dalla relazione (2'). Se 
in quesca si pone poi ^ = o, si otdene la funzione potenmle della massa 
superfidale nei pund dell'area libera racdiiusa dalla striscia medesima. Que- 
sta d dunque: 

(a") F» = ^ab[f{S:)-fi5,)]f^ , 



essendo 

5=1 — 



x' / 



Affine di ottenere la funzione potenziale nei pund della striscia, conside- 
riamo un punto M di questa e I'ellisse (5') omotedca e concentrica ad 
Oi) ^ (O P^sante per A/. Indichiamo con Fl la funzione potenziale 
della niassa compresa fra (5^) e (5'), rispetto alia quale M t estcmo; e 
con F[ quella relativa alia massa compresa fra (5') e (5J, rispetto alia 
quale il punto M ^ nello spazio libero interno. Dalla (T) si ricava 

essendo X^ = o per tutti i punti deU'ellisse (5,) e per mtti quelli ad essa 
interni. Dalla relazione (2'') si ha poi: 

F: = «a*[/(S')-/(S.)]j[^"^. 
Mora evidentemente 

K = K + y: 
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Questa, come si vede al confronto, non £ altro che ci6 a cui si 
riduce la (3'), quando vi si ponga ^zno (e perci6 s'6 indicata con r°). 

Osservando, adesso, che anche in un punto dello strato ellissoidico 
che non sia nel piano xjy la funzione potenziale di tale massa e quella 
della striscia ellitdca corrispondente hanno la medesima espressione [I'luia 
essendo data dalla (3') e Taltra dalla (i') quando vi si ponga X, = 0, 
cio^ dalla (3') medesima], se ne deduce che il teorema del prof. Dini 
summenzionato h valido in iuiti i punti dello spazio. 

Se poniama 

fc, = I, 
Tellissoide (ft,) si riduce a 

e I'ellisse focale a 

(7) ?^ + i^ = ^- 

Nelle relazioni (4) e (5) dovri allora porsi 

\ = o 
e quindi sari 



Essendo poi 



sari anche 



H^ = 0, S, = o. 



cF(S)=f{S), 



FiH,) = 0, /(S.) = 0. 
Le relazioni (i'), (2") e (3") si riducono cosl a 

Finalmente, supponendo pieno I'ellissoide di equazione (6) e distri- 
boita della massa superficiale su tutta Tarea piana il cui contorno ha I'equa- 
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zione (7), sari 



e perci6 
Avrcmo allora 



(8) 



Xo = 00, 

/(^o) = /(5J = o. 



le quali rclazioni ci ddnno i valori in tutti i pund dello spazio della fun- 
zionc potcnzuile V di una massa superficiale ellittica di densiti p' e il cui 
contorno ha Tcquazionc (7). 

Notiamo adcsso die sc su di un'area piana il cui contorno ha I'e- 
quazione 

& distribuita una nias&i a due dimeosioni la cui densiti sia 
(10) f = 2^1 f f(s cos* 9) cos 9 d^-^i^ 

Jo y% 

con 

la hmi'.ionc pc>icn::i,ile di ulc massa *) h pure espressa dalle relazioni 
(8), in cui pcrC> 



j^ + X y ^\ 



c X^ t^ li radicc pi'^sitiv.i doirequadone // = o. 

\\\ quel chc scguc« ci ivcorrerl solo la funzione potenziale nei pund 
dclU nu)ss.i .)ttracntc, ondc tacendo a meno delllndice m, scriviamo 



•) CtT. Bi-m, loc, cit.. pag. H8. 
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senz'altro per essa 

Vogliamo infine che la massa a due dimensioni sia distribuita sull'el- 
lisse di equazione (9) cosl che la densid riesca costante su ogni ellisse 
omocedca e concentrica aU'ellisse (9) e vari da un'ellisse all'altra assu- 
mendo il massimo valore al centro e il minimo sul contorno libero. 

A tal fine poniamo 

/'Ocos'e) = -£-, 

essendo q una costante indeterminata qualunque. Sari 

/(icos'e) = -i-jcos'e 
e quindi 

Onde in virtu della (10) 

La funzione potenziale di una tal massa b dunque : 
(II) F = -L„abq£(^i^-^^-j^)^. 

Condudiamo che : « Se la massa a due dimensioni h distribuita per modo 
« che la densiti sia costante su ogni ellisse omotetica e concentrica all'el- 
a lisse di contorno 

a' ^ b' 

a e vari da un'ellisse all'altra, assumendo il valore massimo q al centro e 
a 11 minimo zero alia periferia, la sua funzione potenziale interna & data 
« da un polinomio del secondo grado nelle coordinate dei suoi punti ». 

2. — Equazloni general! deirequilibrio d'un mezzo continuo 

a due dimensioni. 

In questo paragrafo partendo dalle equazioni generali dell'equilibrio 
d'un mezzo continuo a due dimensioni, mi occupo della ricerca delle con- 
dizioni di equilibrio d'un velo piano liquido. 



24 FILADELFOINSOLEKA. 

a) In una qualunque superficie 5 si traccino due curve chiuse <7 e 
(s'y e sia <7 tutta interna a a\ Sia 5 I'area racchiusa da a, e 5' la porzione 
di superficie compresa fra le due curve. 

Se su Sy come su s\ immaginiamo distribuite delle masse, lungo a 
avremo delle azioni di contatto di una massa superficiale suU'altra. Queste 
azioniy in sostanza, dipendendo dalle regioni di 5 e di s* infinitamente 
prossime a d, si possono considerare come applicate addirittura agli ele- 
mend lineari di (t. 

Segue che le forze esterne agend sul sistema materiale condnuo 
(solido o liquido) si possono disdnguere in forze agend sugli elemend 
di superficie e iu forze agend sugli elemend lineari di contorno. St ds 
t un elemento superficiale t dm b, sua massa, la densiti del corpo nel- 

dtn 

I'elemento ds b f = T~' ^ forza che agisce su dm ammetdamo sia 

dello stesso ordine di questo elemento e ne indichiamo la intensity con 
fFdSy F essendo cosl la forza che agisce suU'elemento dm riferita all'u- 
niti di massa. Analogamente anmietteremo che su un elemento lineare 
d <i, agisca una forza dello stesso ordine di ti <i e la indicheremo con Tdc. 
Se questa forza b diretta verso Tinterno del contorno d dell'area 5 occu- 
pata dalla nostra massa si diri una prcssione, se diretta verso I'esterno, 
tcnsione. 

Sieno X, F, Z le component! della forza F, e T, , T^ , T^ quelle 
di T rispetto ad un sistema di assi coordinad ortogonali. Le componend 
di fFds saranno 

fXds, pYds, fZds 
e quelle 61 Td(j 

T^da, Tyd(J, T^dd. 

Se Xy yy ;( sono le coordinate di un punto dell'elemento d s, i momenu 
di fFds rapporto ai tre assi sono: 

p(;(X — xZ)ds 

f(xY — yX)ds. 

Quelli di Td<j, quando x, y, ;^ indichino le coordinate d'un punto del- 
l'elemento d <T, sono : 

(xT,-xT;)da 
{xTj—yT^dn. 
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Per I'equilibrio del sistema materiale, devono sussistere allora le se- 
guend equazioni : 

f ifZds-\- fl^da = 

ff?(yz- K. Y)ds + £(y r, - ^r,)d.T = o 

Jf?(xX-xZ)ds + Jix.T.-xT;)d<: = 



(0 






Se dalla r^one s s'immagina separata una qualunque porzione 5, di 
contorno q^ , le forze esterne applicate al sistema materiale continuo 5, 
considerato a s^, dipendendo dagli elementi superficiali di 5, e dagli ele- 
menti lineari di a^ ^ su ogni elemento superficiale ^5 di ^, agiri una forza 
^F ds e su ogni elemento d<7 di c, una forza Tda. Questa, per quanto 
s'6 detto sopra, rappresenta Tazione dei punti di J, — essendo 5, la parte 
rimanente di 5 — infinitamente vicini a d d, su i punti di 5, essi pure 
infinitamente vicini add. Epper6 si potri immaginare soppresso il sistema 
materiale continuo s^ , conservando le forze cosi definite, senza clie con 
ci6 nulla si alteri nel sistema materiale ^, . A tale sistema si possono 
dunque applicare le equazioni (i), le quali perci6 valgono qualunque sia 
la porzione s^ di superficie che si considera. Per tale ragione le equazioni 
(i) si diranno le tquaxioni getter alt delVequilibrio d'un me^TiO continuo a 
due dimensioni. 

In quel che segue, per non allontanarmi dalla tesi che mi sono pro- 
posta, mi occuper6 di masse distribuite nei punti d'una porzione finita s 
di piano. La porzione 5 occupata dalla massa di densiti p la chiamerd, 
per breviti, lamina, o, se la massa t liquida, velo liquido, 

D piano della lamina sia un piano coordinato, p. es., il piano xy. 

Nel caso attuale per le ipotesi fatte precedentemente riguardo alle 
forze esterne, con considerazioni che non staremo a svolgere, perch6 del 
tutto analoghe a quelle che sogliono farsi per la determinazione delle e- 
quazioni indefinite e quelle ai limiti per I'equilibrio d'un mezzo continuo 

Rami, Ore. MaUrn. PmUrmo, t. XVIU (2904). — Suunpato I'll gemujo 1904. 4 
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a tre dimensioni ^ — applicando perdd le equazioni (i) ad un triangolo de- 
mentare della lamina, coi cated J?, e Jc^ nonnali rispectivamente agli assi 
dcUe X e delle y — si trova facilmente cbe quando si ha requilibrio le 
linee d'azione di quelle forze giacdono turte nel piano della lamina, doe 

z = o, r^ = o. 

Allora, dette ^, e p, le forze relative agli dementi Uneari da^y do^t 
denotandone le rispettive proiezioni sogli issi con 

nell'ipotesi che in tutti i punti deUa bmina le forze p — for:^e interne — 
sieno funzioni finite, continue, ad un sol valore e anunettano le derivate 
prime pure finite e continue, per I'equilibrio della lamina le equazioni in- 
definite e quelle ai limiti si riducono a 

/ dx ^ d>- • 

^ dx ^ dy ' 

sio\'e « c la aomiale, presa po^'.tivamenre verso Tinterno della lamina, 
a';lV*c!r.ento d^ J: contoriio. 

> S; vO:is:deri adesso un velc piano livjuidi.'. — Di due elementi su- 
ivir.culi :/. conu:to ira loro, le azioni rcdproche, come s'e detto, si pos- 
s^^nv^ i.icncrc ap.^licate airelemcnto lineare Jcr di separazione Ira essi. 
Oucste Jixioni mutue menrre imi^edisccno che le particdle su cui esse si 
csdviuno si awidaino (sensibile incompressibiliti dei liquidi), si oppon- 
^^\v> mv\v dcSolmente al loro allontanarsi (insensibile coesionc). Ne in- 

l'^ Le torrc mutue tra le pordcelle non sono altro che pressioni, 
y' Sc ti vcio U^uido e in cqailibrio, queste pressioni p si possono 
TitWW< u^^w^'J^**' ^S*' ^"'^^^'-^"'^^ linc^ri cui si riieriscono. Allora, dctti a e 

•\ Or AfWll- T*}»iti i# y^---:u-ii^ ^iticnneUe, voL III, cap. XXX. 
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^ i coseni direttori della normale n all'ipotenusa da dd triangolo elemen- 
tare, cui s'e accennato sopra; denotando con 

le proiezioni sugli assi delle x e delle y rispettivamente della forza p^ re- 
laciva aH'ipotenusa, dovri essere da un canto : 

a - P 

e dairaltro, in un punto qualunque M del velo liquido, le componenti 
tangenziali p e p delle forze p^ e py relative ai cateu d(y^ e dc^ del 
triangolo elementare, di cui 6 centro M, dovranno essere nuUe. Dalle e- 
quazioni (3) si ricava perci6 in tal caso : 

P = «/> 

xnx txx 

rny *'^* » 

e quindi, per la relazione precedente, avremo : 

La forza esercitantesi sul punto M dovendo essere una pressione, 
le proiezioni p^^ , p^y devono avere lo stesso segno di a e di P rispetti- 
vamente, onde il valore comune di p^^ e di py^ b una quantiti positiva 
p, che dicesi pressione ml punto M, 

La p d, dunque, una funzione uniforme delle coordinate x, y del 
punto Af, e su ogni elemento lineare per M agisce una forza che i una 
pressione normale pd(j. 

Concludendo, le equazioni indefinite per I'equilibrio d'un velo piano 
liquido sono 



(4) 

e quelle ai limiti 



(5) 



dy 



y ^ dn 

Le X, Y, p Q f sono funzioni uniformi e finite di x e j^ per cutta 
Testensione del velo piano liquido. La funzione p dev'esser contmua in 
tutti i punti del velo, perch^ le sue derivate parziali, in virtfi delle (4), 
SQQO finite; essa inoltre deve rimanere positiva (o nulla) in tutto/ft veb. 
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Dalle equazioni (4) si deduce immediatamente 

(6) dp = fiXdx+ Ydy) 

equazione differenziale che riassume entrambe queUe due e che pu6 con- 
siderarsi come Tunica equazione di condizione per Tequilibrio. 
Perchi I'equazione (6) sia soddisfatu dev'essere 

se esiste una funzione T delle forze, essendo / simbolo d'una funzione 
finita e continua della F; oppure dev'essere p un fattore integrante del 
diflferenziale Xdx-^ Ydy^ se la funzione delle forze non esiste. 
In entrambi i casi sari 

dp = dff 
e quindi 

p = ^ 4" cost. 

Le curve 9 = cost, non sono che le lirue equipotem^iali o di livello, Ri- 
sulta anche che le curve rappresentate dalla relazione 

dx dy 

T~T 

hanno in ogni punto per tangente la linea d'azione della forza in quel 
punto^ esse sono cio6 le linu di forza. 

Per Tun sistema di linee come per Taltro, si potrebbero determinre 
moke proprieti analoghe a quelle di cui godono le superficie equipoten- 
ziali e le linee di forza nel caso di masse a tre dimensioni. A noi basd 
aver dato le equazioni dell'equilibrio d'un velo piano liquido. 

3. — Velo piano liquido ellittico niotante. 

Q proponiamo 11 seguente problema : 

« Un velo piano liquido di forma ellittica^ la cui densiti definita dalle 
t formole _ 

x' y' 
t i costante su ogni ellisse (/) omotedca e concentrica a quella di contorno 

(0 ^ + i^ = '. 

« ma variabile da un'ellisse all'altra e le cui pardcelle si attraggono secondo 
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« la leggt di Newton, ruota di moto uniforme intorno al suo centro. De- 
« terminarne le figure di equilibrio relativo »• 

Tratteremo il problema come nel caso dell'equilibrio assoluto, con- 
siderando per6 la massa soggetta oltre che alle forze newtoniane, alia 
forza centrifuga. La pressione costante esercitantesi lungo il contorno si 
suppone nulla. 

Se il velo ruota come se fosse rigido, conservando, cioi, inalterata 
la propria forma, un punto M a distanza 



dal centro di rotazione, sari animato da una velociti 

v = (dr, 

essendo a> la velociti angolare di rotazione. L'accelerazione centripeta, la 
sola che agisce sul corpo, essendo allora 

le componenti della forza motrice relativa airelemento ds di centro Af, 
sapposto libero, saranno 

Applicando perci6 il principio di D'Alembert, dalle equazioni (4) del- 
Tequilibrio del velo liquido, date nel paragrafo precedente, si ottengono 
quelle del moto di esso velo intorno al centro. Si ha cioi: 

pF+pw'y = -^. 
Nel caso del velo ellitdco di cui ci occupiatno i 

dx ' dy ' 

essendo F la funzione potenziale delle forze newtoniane agend fra le 
particelle del velo, la cui espressione d data dalla formola (ii) del prime 
paragrafo. Se allora poniamo 

le equa2doiu del moto del velo liquido ellittico possono scriversi 
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dU_dl 
^ dx ~ dx' 

du^d2 

dy dy ' 

Da queste si ricava immediatamente 

fdU=dp, 

che & Tequazione di condtzione perchd il velo mantenga nella rotazione 
inalterata la propria forma. Tale equazione d dice che due delle tre fun- 
zioni U^ py p si devono poter esprimere in funzione della rimanente. 
In particolare, dovri essere perci6 

o anche 

Perchd si abbia ruguaglianza dev'essere K{s) una funzione del secondo 
grado in X t yy o, ci6 che fa lo stesso, del primo grado in s. Perchi questo 
si ottenga basta porre 

p = mi* 

con m costante e considerando il valore posidvo del radicale. AUora la 
funzione p soddisfa alle condizioni di dover essere finita, condnua, mo- 
nodroma^ con le derivate prime pure finite e continue e nulla sul contorno 
liberOy e di piCi^ essendo 

sari 

U = K(s)= fiP = l^s + cost. 

Stabilita cosi la natura della funzione K(^s), pongo : 






dX 
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L'equazione (2) diviene 



Q — Ax' — By' + ^ (x' + y') = « j + cost. 



o anche 



avendo incluso in N la costante arbitraria. 

Affinch^ tale relazione possa essere verificata per qualunque coppia 
di valori attribuiti ad x e ad y, dovranno aver luogo separatameate le 
relazioni 
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b' 





o anche 

equazione di condizione che dev^essere soddisfatta perch^ il nostro pro- 
blema ammetta una soluzione. 

Osserviamo subito che quando 

fl = fr, 
essendo anche 

A = B, 

I'equazione (3) viene ad essere identicamente soddisfatta qualunque va- 
bre si attribuisce ad w. Ne inferiamo percid che: 

a Un velo liquido circolare ruotante intorno al proprio centro, la cui 
« massa sia distribuita per cerchi concentrici, ^ sempre una configurazione 
« di equilibrio qualunque sia la velocity angolare di rotazione ». 

Eseguiremo adesso un'opportuna trasfornuzione della equazione (3) 
affine di fadlitarne la discussione. Intanto essa pu6 mettersi sotto la forma 

a>' _ a'A — h'B 
2 ~ a' — b' 



a> 
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o, rimettendo per ^^ e per B le loro espressioni, 

,_ %abq rd\i a' b' \ 

^' — b'Jo D\a'^\ b'+^)' 
o anche, riducendo a frazione unica e dividendo numeratore e denomi- 
natore per a' — b\ 

(4) "' = ""^^X (a' + W + ^)^ ' 

e infine, tenendo presence Tespressione di D, 

Vd\ 






La divisione per a* — b^ fatta sopra, porta aireliminazione della so- 
luzione corrispondente ad a = ^, cio^ della soluzione circolare. 
Poniamo adesso 

a' ~ ' 
essendo cosi k' ^i, il parametro "k si potri esprimere mediante funzioni 
ellittiche di modulo k, e perci6 operiamo la sostituzione 

* sn a 

Si ricava immediatamente 

2 a* en u . dn /< . du 



d\ = — 



sn' u 



sn u 

Sostituendo nella relazione (4), dope facili riduzioni si ha : 

, b a r sn^ u en' u , 

a a J^ dn'u 

in cui K i I'integrale ellittico complete di prima specie, cioe 



(0 



TT 



Essendo poi 

I — dn' u 



sn u 



^^^ ' , dn'tt — *" 

cn« = J, 
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ia cm k' b a modulo complementare di k, verri 

? t. r^(i— dn'u) (dn'u-n ^ 

owero 

Ricordiamo che Tintegrale ellittico di seconda specie 

/ )/i — ife*sen*9d9 
con le notazioni di Gudermann assume la forma 

el. u = / dn'u . du\ 
onde Tintegrale ellittico completo di seconda specie non h altro che 

(7) ^"^ f .^"*"^^- 

Osserviamo poi che, quando si derivi Tespressione 

sn u . en u 
dn*'-' u 

rapporto ad u e, dopo aver trasformata la derivata mediante le relazioni 
(5), la s'integri fra o e a, si ottiene 

sn u . en tf 3 — 2r /*" du 

dn''-'u ~ V 7o dn*'-*t< 

+ H'' - 0— jf~ j, "d?^^ p — I a^^ • 

Mediante questa fonnola ricorrente, integrali del dpo 

r du 
Jo dn"tt 
si riducono ad espressioni in cui compariscono solo integrali ellittici di 
prima e di seconda specie. 

Quando in quella formola ricorrente si facda r == i, si ha 

snu.cnu i r*j a j V* f^ du 

Se poi in questa relazione si pone u ^= K^ i\ primo membro annullan- 
dosi, ci si riduce a 

RmU. Gr€» kUUm, PaUnmw, t. XVIU (1904). — > Stamp«to U is gennajo 1904. 5 
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Mora tenendo presend le relazioni (7) e (8), la (6) diviene 

a>« = 2ic-|-^[(i + k")K — 2E] . 
Posto 

X — 

avremo infihe 

La (9) d Tequazione fondamentale dalla cui discussione si dedurri la com- 
pleta risposta al nostro problema. 

4. — Discussione deU'equazlone fondamentale. 
Si ponga per breviti 



(I) ♦ = t5ZE[2(/f _£)_*» if]. 



L'equaaone fondamentale diviene 

0)' 



= 0. 



Lai velociti angolare 6> potendo assumere infiniti valori, fra quesd 
ve ne potranno essere di quelli ai quali corrisponde una o piu configu- 
razioni di equilibrio, ve ne potranno essere altri ai quali non ne corri- 
sponde alcuna. Per determinare quel valori e questi, se esistono, studie- 
remo Tandamento della funzione <1>, quando k assume successivamente 
tutti i valori di cui 6 suscettibile da zero ad uno. Evidentemente i valori 
positivi di 4> ci daranno le velociti angolari per le quali sono possibili 
configurazioni di equilibrio del velo liquido ellittico ruotante. 

Per la discussione procediamo dai casi limiti. 

Ricordiamo che nel paragrafo precedente, quando si ricavava la for- 
mola (4) eliminando il fattore a* — i* comune al numeratore e al de- 
nominatore, si veniva a togliere la soluzione corrispondente ad a = i, 
ciofe 2L k = o, possibile per qualsiasi valore di &>. Adesso indipendente- 
mente da ci6 vogliamo ricavare il lim <1>. Si osservi perci6 che, essendo 

kasO 

Jo VI — ** sen' (p Jo 
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sari 



o anche 



K—E= r \^^^J^ 



(2) K-E=x r'^^li^ 

J^ Ml — X sen* 9 ' 

avendo posto 

t' = x. 

Sosrituendo nell*espressione (i) di 4>, avremo 



^ Jo yi — xsen <p 
Se indico con / Tintegrale di 4>, ho : 

lim/= / (2sen*(p — 1)^9 z= o. 
U lim<P presentandosi perci6 sotto la forma -^, posso ben dire chc 



Ma 



lim = lim -;r— . 

ox 



d/_ /»* (2sen'y — i)sen'y £fy 



quindi 



lim-^- 
dx 



/« ^2 sen 9 — ij sen 9^9 
I ' 
2(1 — xsen*9)* 

= -i- r (2sen*9— i)sen'9d9 = ^. 



Allora evidentemente 

(3) ^* = T7'- 

Per avere il valore di O per ft = i, ricordo cbe corrispondentemente a 
ft=i & 

K = infinito logaritmico, 

£=i. 

Sari perci6 

lira 1^1— **.JS: = o. 
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Mora, essendo 

risalta immediatainente 

(4) lim ^ = o. 

Si vuol vedere adesso se la fuaxione ^ si mandene sempre posidva 
o per quaii valori di x vi si mantiene. 
Dalla (i') si ricava che, se 



/ 



' 2 sen* 9 — I 
yi — xsen 9 ^ 



la ^ £ sempre posidva. Stadiamo perci6 Tintegrale /. 

II numeratore della quandtd sotto il segno d'integraie per 9 =: o si 

riduce a — i, si mandene sempre negadvo quando 9 va da o a — e per 

4 

9 = — si annulla. Nell'aitra meti del quadrante, invece, si mandene 
4 

IT 

sempre posidvo e per 9 = — diviene uguale all'unidL ^ owio poi che la 

funzione numeratore t sempre crescente nell'intervallo 0^9^ — , 

basta perci6 osservare che la sua derivata prima h sempre posidva in tale 
intervallo. S^ue che quel numeratore nelle due meti del quadrante ha 
i medesimi valori, ma negadvi nella prima, poddvi nella seconda metd. 
Per6, nella prima meti il denominatore essendo maggiore che non nella 
seconda, tutta Tespressione sotto il segno d'integrale si manterri piii pic- 
cola in valore assoluto nella prjma nieti che non oell'altra. Mora la pane 
posidva preponderando suIIa negadva, il valore di / sari sempre posi- 

dvo fra o e — per qualunque valore di x fra o e i. La fimzione 4 

6, dunque, posidva in tutto Tintervallo o ^ x ^ i. 

Per completare lo studio della funzione ^ d rimane la ricerca dei 
massiou o dd minimi, se ne ammeue. Formiamoci perci6 la derivata prima 
di ^ rapporto ad x. Si ha: 

3—= I — ^ , J — I [(2 — x)K — 2E\ 
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Ma 



dK E K 

dx 2*(l — x) 2X ' 

BE E K 

dx 2X 2X * 

quindi 

' X' V ' 2x(l — x) 2X X ' X/ 

o infine, dopo alcune facili riduzioni, 

ax 2x^yi — X 

Intanto risulta hnmediatamente 

(6) lim -^— = — 00 . 



dx 

Quando poi si ordini il fattore in parentesi quadra per rapporto aile 
potenze della x, per la relazione (2), essendo K -^ E nn infinitesimo del 
prim'ordine rapporto ad x, risulta evidente che Tintero fattore d on in- 
finitesimo dd prim'ordine rapporto ad x, e quindi 

do 

(7) lim 3— = — 00 . 

Le relazioni (6) e (7) ci dicono che neinntervallo o <^ x <^ i la 

do 

3— o non passa mai per lo zero o vi passa un numero pari di volte. 
ax 

Deriviamo adesso la (5) rapporto ad x; dopo fatta ogni riduzione 
si trova: 

^ = ' t[^(48-9«* + 55^-8x»)-2£(iix'-36x+24)]. 

4X*(i— x)" 

Per la stessa ragione accennata sopra, il fattore entro parentesi ret- 
tangolare essendo un infinitesimo del prim'ordine rapporto ad x, si ha 



£ pof 



,. d*0 

x-o ox 

y d'O 

lim-^— T = — 00; 
»-i ax* • 
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dunque, la -^—7 nell'intervallo o < x < i si annulla una volta almeno 

oppure un numero dispari di volte. 

Ne inferiamo che la 3— in tale intervallo certamente si annulla due 

ax 

volte almeno. 

La funzione ^ ha perci6 almeno un minimo ed un massimo. 

Per poter determinare i valori di x che annullano la ^— bisogna 

ricercare quelle radici dell'equazione trascendente 

(8) K(2x' _ 9x + 8) — £(8 — 5x) = o 

che sono comprese neirintervallo o < x < i. 
A tal fine consideriamo le due funzioni 

— A _ 8- 5x 

yi— E y ^. — 2x* — 9X + 8' 

Quando si assumano, in un sistema di assi coordinati ortogonali nel 
piano, i valori di x come ascisse, le ascisse dei pund d'intersezione delle 
curve rappresentative delle due funzioni y, ^ y^ ci daranno i valori di 
X per i quali Tequazione (8) & verificata. 

Studieremo prima la maniera di compor tarsi delle due funzioni y^ 
e y^ al variare di x fra o e i, poi in una tabella numerica metteremo 
i valori delle due funzioni in corrispondenza a parecchi valori di x sceM 
opportunamente. Confrontando questi valori di y^ a di y^y si troveranno 
con sufficiente approssimazione quel valori di x pei quali t y^=y^f dot 

—— = o. Lo studio analitico ci serviri di controllo per Tesattezza e Tin- 
ox 

terpretazione dei risultati numerici. 

Occupiamoci intanto della funzione y^ . Per la derivata prima si trova 

^^^ ^« = 2x(i - x) + 7E\TE "" V 

owero 

Tale derivata t sempre positiva nell'intervallo o ^ x ^ i. 

Infatti, escluso il punto x = o, nell'intervallo rimanente o <; x ^ i, 
11 nostro asserto risulta dimostrato se si pu6 far vedere che sussiste la 
disuguaglianza 
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o Taltra equivalente 

(10) K(^2E ^K)(i-x)< E\ 

il cui primo membro, per brevitii, indicheremo con 9. 

Incanto ^"(1 — x) essendo sempre positivo, il segno di 9 dipende 
da quello del binomio 2E -- K. Nell'intervallo che si considera, K cre- 
scendo da — ad 00 ed £ decrescendo da — ad i, vi 6 di sicuro un 

2 2 

valore x, di x pel quale t 

K=2E. 
Allora sari 

9 = per X = X, , 

9 < o per X > X, ; 

onde la (10) sussiste reaknente nell'intervallo x^ ^ x ^ i. Per dimostrare 
che lo 6 pure neirintervallo o < x ^ x, pongo 

essendo :^ una funzione di x, crescente da zero ad C^")*-*, quando x 
va da o ad X, , tale che sommata ad E ci riproduca costantemente K. 
Conseguentemente avremo : 

2E — K = E — i. 

Allora la (10) potri scriversi 

(P-:C')(I -*)<£'. 
o anche 

x;^* — I* — xE^ <^ o, 

o infine 

:i\x — i)< x£^ 

Nel nostro intervallo questa disuguaglianza 6 verificata sempre, il 
primo membro essendo negativo e il secondo positivo; allora evidente- 
mente anche la disuguaglianza (10) risulta verificata nello stesso intervallo. 
Per vedere il comportamento della y[ nel pun to x = o, ricordo che 

dE E K 

(11) 3~ = 

^ ^ ax 2X 2X 

o, per la (2), 



TT 



BE ^ C^ sen* 9^9 



dx 
da cui 



/ 



X sen' 9 
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La (9) pu6 scriversi: 

/« = 2x(i —x) + o^P^^ - £) — Y^ 
owero, teuendo present! la (2) e la (11), 

,_ I . K r' sen*<fd<f i dE i_ 

^' - 2x(i - x) ■*■ 2i:' J^ |/i _ ;csen> '^ E dx 2x' 

o infine 

^^ J ^' 2(1 - X) ^^ zE' J^ ,/i _ xsen'9 ^ E dx ' 
Allora, ricordando la (12), 



La funzione ^^^ 4 dunque sempre positiva neirintervallo o ^ x ^ i. 
II valore di y\ nell'altro estremo dell'intervallo si ricava subito dalla 

(9O, ed t 

lim )r,' := 00 . 

Di piti, dalla (9")> c^e pu^ mettersi sotto la forma 

,^ I I /i^ \ /* ^ sen'y<iy 

>. 2(i-x)"*"2£VJ? VJ^ /i - xsen> 

poich^ al crescere di x, tanto il primo termine, quanto ciascuno dei fat- 
tori del secondo crescono, si ricava che anche la y\ e sempre crescente 
da 4 ad 00 . 

Ne inferiamo che la derivata seconda della funzione y^ t sempre 
positiva. 

Per la y^ si ha dunque la seguente interpretazione geometrica. La 
curva y^ h sempre crescente da i ad 00, tocca asintoticamente la retta 
X = I e volge la convessiti verso Tasse delle x. 

Lo studio della funzione algebrica y^ t semplicissimo. 

Per le derivate dei primi due ordini si ricava 

, 5x' — i6x+i6 

y» — ^ (2x' — 9x + 8y ' 

_ _ Q 5x' — 24x' + 48x ^40 
^*~" (2x* — 9x-f8)' 



FIGURE BLLimCHE DI feOXTlLtBttlO Dl UH V%LO PUKO UQUIDO RUOTANTE. #1 

Nelllntervallo o ^ x ^ i, i due polinomi 

5x* — i6x 4- i6, 

5 x' -^ 24X' + 48X — 40, 

come £ facile assicurarsi, non si annullano mai. H primo di essi si man* 
tiene positivo e il secondo negarivo, ed t sempre posidvo e diverse d^ 
zero il trinomio al denominatore. Segue che tanto la derivata primA 
quanto la seconda sono positive in quell'intervallo e sono sempre finite* 

, Concludiamo che : La curva y^ £ sempre crescente da i a 3 ed 6 

I convessa rispetto all'asse delle x. 

'^ Aggiungiamo che, efisendo 

^ le due curve y^ e y^ si toccano nel loro punto di partenza. 

Ed ora ecco la tabella numerica cui si accennava sopra: 



I 



t 

* 
1 



Mmd, Cirt, MisUm. P^Urmv, t. XVIU (1904). — Sumpato il 16 gennajo 1904. 
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Da questa tabclla si ricava che vi sono due soli valori 

X, = 0,01087, 
jCj = 0,84962, 

per i quali y^ — ^^ = o e quindi ^ — = o. Corrispondentemente a tali 

valori di x la funzione <^ presenta il minimo ed il massimo. 

Assumiamo adesso in un sistema di assi ortogonali nel piano i va- 
lori di ^ da o ad I come ascisse e i corrispondenti valori della funzione 
<^ quali ordinate. Si ottienc cosi la curva rappresentativa delle velociti 
angolari. Questa, in virtu della relazione (7) e della (3), tocca Tasse delle 

ordinate nel punto 4> = — ", decresce ed ha il minimo valore per 

k = 0,10424 . . . , quindi cresce e quando k = 0,92174 acquista il mas- 
simo valore, poi decrescendo di nuovo, in virtCi della (6) e della (4) 
interseca normalmente I'asse delle ascisse nel punto k = 1. 

Con questi dati analitici e coi valori numerici dell'ultima colonna 
della superiore tabella, la curva <I> si puo costruire agevolmente per punti. 

Dall'osservazione della figura si ricava la completa risposta al nostro 
problema : 

CO* 

«Per ogni velociti angolare di rotazione tale che — i;<Co,i574i... 

« t possibile una sola iigura d'equilibrio ellittica pel velo piano liquido ruo- 
t tante. Queste figure presentano uno schiacciamento molto forte, essendo 
tpcr esse il parametro k vicinissimo ad i. Quando poi 6> = o la figura 
t corrispondente diviene aghiforme». 

« Corrispondentemente ad — t; = o>I574I ..-si hanno due figure 
telUttiche di equilibrio, una a grande ed una a piccolo schiacciamento ». 

CO* 

«Per 0,15741 ... <] — 7:^0,19635 si hanno tre figure di equi- 

^ 7» // 

t librio per ogni valore di <»iy una a grande, una a piccolo schiacciamento 

(0* 

t e una terza intermedia fra esse; quando 7 = 0,19635 la figura di 

t piccolo schiacciamento si riduce addirittura alia forma circolare, essendo 
« per essa k = o». 



(O* 



« Per 0,19635 ... < — 7 < 0,24683 . . . sono nuovamente possi- 
« bill due figure di equilibrio ellitdche, entrambe a grande schiacciamento ». 
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c Infine per — 7 = 0,24683 ... si ha la figura ellittica di eqiuHbrio 
c limite, dopo di che, per ogni valore della velodd angolare tale che 
c — T ^ 0,24^83 • . . 000 £ piji possibile avere alcuna configurazione di 
ceqnilibrio ellittica ». 



Rooa, magfpo 1901. 
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CINQUlfeME COMPLEMENT A L'ANALYSIS SITUS. 

Par M. H. Poinoard, ii Paris. 



AdunanzA del it novembre 1903. 



S I- 

J*ai diji eu souvent roccasion de m*occuper d* Analysis Situs; j'ai 
d'abord public un m^moire sur ce sujet dans le tome du «Centenaire 
du Journal de Ffcole Pol)rtechnique » ; ce m^moire a ^t^ sutvi de qua- 
tre complements qui ont paru dans le tome XIII des « Rendiconti del 
Qrcolo Matematico di Palermo », dans le tome XXXVII des « Pro- 
ceedings of the London Mathematical Society », dans le « Bulletin de 
la Soci^e Mathimatique de France » en 1901, et enfin dans le « Journal 
de Liouville» en 1901. 

Je reviens encore aujourd'hui sur cette m£me question, persuade 
qu'on n'en pourra venir i bout que par des efforts r6p6t& et qu^elle est 
assez importante pour les m^riter. 

Cette fois je me suis bom^ i T^tude de certaines vari6t6s i trois 
dimensions, mais les m^thodes que fai employees pourront toe sans 
<k)ute d'un usage plus g^n^ral. En passant je me suis ^endu assez loo- 
guement sur certaines propri^t^s des courbes ferm^es que Ton pent tracer 
sur les surfaces ferm^es de Tespace ordinaire. 

Le r^sultat final que j'avais en vue est le suivant. Dans le second 
comid^iDent j'ai montri que pour aifact6riser une vari^ti, il ne suffit 
pas de connaitre ses nombres de Betti, mais que certains coefficients 
que j'ai appdi&s coeffidenis de torsion (second compl^ent, ^ j, page 501) 
jouaient un rdle important. 
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On pourrait alors se demander si la consideration de ces coefficients 
suffit; si une vari^t^ dont tons les nombres de Betti et les coeffi- 
cients de torsion sont £gaux i i est pour cela simplement connexe au 
sens propre du mot, c'est-4-dire homtomorphe i rhypersphfere ; ou si, 
au contraire, il est n^cessaire, avant d'affirmer qu*une vari6t6 est sim- 
plement connexe, d'itudier son groupe fondatnental, tel que je Tai d6fini 
dans le « Journal de I'^le Polytecbnique », ^ 12, page 60. 

Nous pouvons maintenant ripondre i cette question ; j*ai form6 en 
eflPet un exemple d*une vari^t^ dont tous les nombres de Betti et les 
coefficients de torsion sont igaux i i, et qui pourtant n'est pas simple- 
ment connexe. 

Si- 

Je considtee une vari^t^ F i m dimensions situ^e dans Tespace i 
k dimensions. Soit ensuite 

r^quation d*une surface i k — i dimensions situfe dans ce mcme espace 
et que j'appellerai la surface 9 (t); dans cette Equation JC^ , x^ , . . . , x^ 
sont les coordonn6es d'un point dans I'espace i k dimensions et / un 
param^tre arbitraire tel que la surface <f(t) se d^forme d*une maniire 
continue quand t varie d'une manifere continue. Je supposerai que la 
fonction 9 est uniforme de telle fai^n que par un point quelconque 
passe une surface 9(/) et une seule. 

La surface 9(/) coupera F suivant un certain nombre de vari6t6s 
i m — I dimensions 

dont Tensemble formera le systfeme fV(i). 

Quand t variera d'une maniire continue de — 00 i -|- 00 , le syst^- 
me ff^(f) variera d'une manicre continue et engendrera la variiti F, Si 
la variiti F est fermie, les variitis w(t) le seront igalement. 

Cela posi, je vais d^finir ce que j'appellerai le squeletU de la va- 

ri^ F. A cbacune des vari6t6s partielles w^ (/), «/, (/), . . . , «/.(/) je 

fend correspondre un point dans Tespace ordinaire. L'une des coordon- 

ntcM de ce point, x par exemple, sera ^gale au param&tre /, les deux 

uns seront choisies arbitrairement, en s'assujettissanc seulement aux 

odiiioni sutvantes: 
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1° Si deux vari^t^s tt/,(0> ^i(^ + ^^°^ ^^^ P^^ diff^rentes Tune 
de I'autre, les deux points corrcspondants devront 6tre tres voisins Tun 
de Tautre. 

2° II peut arriver que pour certaines valeurs de ty pour t = t^ par 
example, une des vari^tfe w(t) se d&ompose en deux autres; dans ce 
cas par exemple la variit^ w^ (/^ — e) diflfitrera tris peu de Tensemble 

des deux variitfc w^ (t^ + + ^2 Oo "H ^)- ^^^^ ^ ^^^y ^^ ^^^^ s*^^' 
ranger de fa^on que les deux points qui repr^sentent les deux vari^t^s 
u/,(^^-|-e) et tt'aOoH'O 9^^ r&ultent du dedoublement de u/, (/^ — e), 
que ces deux points, dis-je, diflfferent trds-peu Tun de Tautre et tr&-peu 
du point repr&entatif de w^ (t^ — e). 

Dans ces conditions, quand i variera d'une mani^re continue, les 
points reprfaentatifs des p vari6t6s 

engendreront p lignes continues 

L L L ' 

du moins tant que le nombre p ne varie pas. Mais ce nombre peut va- 
rier pour i = t^9 si Tune des variit^s se decompose en deux, ou si, au 
contraire, deux vari^tis se riunissent en une seule. Dans le premier cas 
Tune des lignes L se bifurque, dans le second deux des lignes L se 
r6unissent en une seule. 

On obtient ainsi une sorte de riseau de lignes, et c*est ce r^seau 
que j'appelle le squeUtte de V. J*ai traci ce riseau dans Tespace i 3 di- 
mensions et non dans le plan, parce qu'on peut ainsi toujours ^viter 
que deux lignes se coupent en d'autres points que les points de bifur- 
cation. 

Si nous suivons Tune de ces lignes, L^ par exemple, d^crite par le 
point reprisentatif de w^ (/), nous voyons que cette variiti w^ (/) reste 
coDStamment hom^omorphe i elle-mSme [et cela de teUe fa^on que sur 
les deux variit^s trSs voisines w^ (t) et w^ (t -{- e), deux points corre- 
spondants diffi^rent tr6s peu Tun de Tautre] tant que Von ne passe pas 
par une valeur de t telle que t^, (0 ait un point singulier. 

Nous devons done marquer sur les lignes de notre r&eau les points 
qui correspondent aux variet^s w(t) qui ont des points singuliers. Ce 
seront des points de division qui partageront nos lignes en trongons, 
mais tant qu*on suivra Tun de ces trongons, la variit6 w(t) correspon- 
dante restera hom^omorphe 4 elle-mfime. 



i 
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Remarquons que si I'on consid^re one des valeurs i^ qui corre- 
spondent aux points de bifurcation, et pour iesquelies une des vari£t£s 
w^ se d^double^ la vari6t^ ^.(O ^^^^^ Element un point singulier. 
Cela va done nous obliger i 6tudier ces points singuliers. 

Mais avant de proc^der i cette ^tude^ je dois f aire encore quelques 
renurques. Si je veux que la variit6 F soit fermie, il faut d'abord que 
les vari^t^s w (t) soient ferm^es elles-memes. La seconde condition c'est 
que^ si Tune de mes lignes L aboutit d un cul de sac, de telle fa^n 
qu'elle s'arrfite pour / = /, par exemple, la variitt^ correspondante tende 
d se r^uire i un point quand t tend vers t^ , c'est-d-dire quand on se 
rapproche du cul de sac. 

En second lieu, j'ai dit que je choisissais la fonction 9 uniforme, 
de telle fagon que par un point de I'espace passe une surface <p =1 i et 
une seule. Dans ces conditions le systfeme fV(f) n*est pas quelconque. 
Cette restriction ne m*a pas emp6ch6 de montrer que toute variit6 V 
est susceptible de ce mode de g^n^ration, mab on pent s'en affranchir, 
et considirer un syst&ne quelconque fV(t) de variit^s fennies 

pourvu que ces vari^t6s varient d'une mani^re continue avec t, en sup- 
posant bien entendu que pour certaines valeurs de t, une de ces vari&tte 
puisse se r^duire i un point, ou se decomposer en deux autres, 

Dans ces conditions le systtaie fV(t) engendrera encore une va- 
tiht V et on pourra en difinir le squelette d'aprSs les mfemes principes 
auxquels il n'y aura rien i changer. 

D y a cependant un cas oCi on pourra avec avantage y faire un 
16ger changement. J'imagine que pour deux valeurs de /, par exemple 
pour / = o et pour / = 27c, le syst^me IV (f) soit le meme, ou mieux, 
j'imagine que les deux systSmes lV{t) et fV(t-^ 2%) soient identiques. 
n suffit alors de faire varier / de o d 2 77, et il convient par consequent 
de choisir le point repr^sentatif de la vari^te tu(t\ non plus de telle 

faf on que Ton ait x = /, mais de telle fa^on que arc tg — = /, c*est-i- 

dire que les points repr^sentatifs de w(t) et w(t -\- 21:) puissent fitre 
identiques. 

Si nous supposons par exemple que IV 0) se r^duise i une seule 
^wnttik tv(i)f le squelette de T se r^duira dans ces conditions d une 
courbe ferm^e. 
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Pour prendre un exemple tout i fait simple, consid&rons un tore 
qui sera notre variit^ F et regardons-le comme engendri par son cercle 
m^ridien qui sera notre variiti ^(0> id antique i t^(/-}"2 7r). Avec nos 
nouvelles conventions, le squelette de ce tore se r^duit i une courbe 
fermie. 

Abordons maintenant Titude des points singuliers des vari6t6s w(f), 
Lai portion d*une de ces variitfe voisine du point singulier pourra fitre 
reprdsentte par les Equations suivantes : 

?*()',> y. >•••> 7^ = o (A = I, 2, . . . , 7 - m), 

auxquelles il conviendrait d'adjoindre certaines in^galit^s dont nous 
n'avons pas i nous occuper. 

Dans la region envisag^e, les fonctions f et ^ sont holomorphes. 
Nous pouvons toujours supposer que le point singulier correspond i 

et que pour cette valeur les diriv6es partielles du i" ordre des fonctions 
9 ne sont pas toutes nuUes, sauf pour I'une d'entrt tilts 9, . 
Alors, des Equations 

9i = ?j = • • • = ?,-« = o 
nous pourrons tirer tons les y en fonctions de m -}- i d'entre eux , 
lesquelles fonctions resteront holomorphes dans le voisinage du point 
singulier. Je remplacerai done les y par les expressions ainsi trouvtes 
de sorte que tout se trouvera exprimi en fonction de m -|- i des quan- 
titfes 3', par exemple de y^y y^y . . . , y^^^ et que nos Equations pren- 
dront la forme: 

^f ^^ Yf Vi > )'2 > ' • • > ym-^i) 

?i Wi > J'a > • • • > ym-^i) ^^ ^* 

La fonction f , est d^veloppable suivant les puissances des y et ce 
d^eloppement commence par des termes du 2^ degr^ dont Tensemble 
constitue une forme quadratique 

7 (3^1 > )'a > • • • > ym-^xr 

Q est inutile d'envisager les points singuliers des autres types; car 

s'il y en avait, il suffirait pour les faire disparaitre de changer tris peu 

la fonction f (x, , ... , x^ qui d^finit les surfaces ^(i), du moins si 

Ton suppose que la vari£t6 V est elle-mSme d^pourvue de point singulier. 

MmU. Ckt. MmUm, PmUrm; t. XVIII (1904). ~Sump*to il 18 genxuijo 1904. 7 
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Nous sommes ainsi amends i ^tudier le cdne du second degr6 

dans Tespace 4 m -|- i dimensions des y, et son intersection avec I'hy- 
persph&re 

Soit C cette intersection. Tout d^pendra du nombre des dimensions 
et du nombre des carr^s positifs et n^tifs dans la d^omposition de 
la forme / en une somme de carr6s. 

Nous pouvons toujours par un changement de coordonntes ramener 
/ i la forme : 

f='LAy'i-'LB,yU 

les coefficients A qx B itant positifs, de fagon qu'il y ait y carr^s posi- 
tifs et m -}- I — q carr^s nigatifs et que Tindice i varie de i 4 ^ et 
Tindice idey+i 4m-j-i. 
Je pub dcrire alors: 

d'od 

yi = rti\ y^z=r^^■k, 

les VI ^nt des solutions quelconques des ^uations : 

(I) !><,»,» = I, Xbx = i- 

On en d^uit : 

^'(1^ + 1^:)= I- 

En tenant compte des Equations (i) on verra que les iimites sup^- 
rieure et inf(6rieure de ^y)* sont les inverses du plus petit et du plus 
grand des coefficients A. On trouvera de mfime une limite sup^rieure 
et infferieure de X^J- O^ ^^ conclura que X est une fonction continue 
des 7) [supposes life par les ^nations (i)] et que cette fonction ne pent 
ni s'annuler ni devenir infinie. Nous pouvons done supposer que X reste 
toujours positif ; et alors X sera une fonction continue et parfaitement 
determin^e des n; il en sera done de mSme des )•. 

Plusieurs cas peuvent se prisenter : 

I® Si y est nul ou ^gal i m-^- i de fagon que tons les carr^s 
soient de m£me signe, il est clair que le cdne se r^duit d un point et 
que C n'existe pas. 

2® Si q n'est pas ^1 4 i, on pourra passer d'une fagon continue 
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d*une solution quelconque de T^quation X-^.-^i = ^ ^ ^^^ autre solu- 
tion quelconque; si au contraire q=iy cette Equation ne comportera 

que deux solutions: 7ij=:Jh-7= et on ne pourra passer de Tune i 

Tautre d'une mani^re continue. 

De m€me si q n'esc pas ^gal k m^ on pourra passer d'une fa^on 
continue d'une solution quelconque de T^uation ^-B|7iJ= i i une 
autre solution quelconque ; si au contraire q = my I'^uation n'aura que 
deux solutions et le passage sera impossible. 

Outre le cas examine plus haut, il y en a done 3. 

Si I < y < m, C est d*un seul tenant. 

Si I = q <^m, ou si i <^ y = m, C se compose de deux mor- 
ceaux. 

Si 1 = q =: m, C se compose de quatre morceaux, ou mieux se 
r^uit i quatre points discrets. 

Dans ce dernier cas on a m = i, et la variiti F n'a que deux di- 
mensions; cela nous avertit que nous allons rencontrer une difiiirence 
entre les variety de deux ou de plus de deux dimensions. 

Supposons d'abord que F ait deux dimensions (m = i) ; nous 
pouvons avoir alors: 

I® q = o ou q=z2. Dans ce cas C n'existe pas ; quand t passe par 
la valeur qui correspond i. un pareil point singulier nous voyons une 
nouvelle vari6t4 a;(/) apparaitre (ou disparaitre) : elle se rMuit d'abord 
i un point, puis i une petite courbe ferm^e. Ce point singulier corre- 
spond done i un cul de sac du squelette. 

2^ 9=1. Dans ce cas C se r^duit i 4 points que je puis num^roter 
I, 2, 3, 4. La vari^t^ ^(f) ^^ r^uit k une courbe qui admet, comme point 
singulier, un point double ordinaire ot se croisent deux branches de 
courbe qui sont les branches 1.3 et 2.4. Je suppose que le point sin- 
gulier se pr&ente pour / = o; j'appellerai i', 2', 3', 4' les points de la 
vari£t£ w(t) qui, pour des valeurs de / tr& petites, sont respectivement 
tr4s voisins des points i, 2, 3, 4 de la vari^ti tu(o), 

Je commence par observer que la branche de courbe qui, partie du 
point double va au point i, doit revenir au point double, puisque toutes 
nos courbes sont ferm^es; il pent y revenir par un des trois autres 
points 2, 3, 4. H en r^ulte que nos points i, 2, 3, 4 sont assod^s 
deux i deux, par exemple i avec 2, et 3 avec 4, de telle fa^on que Ton 
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puisse aller de i i 2 et de 3 i 4 en snivant la courbe w(p) et sans 
passer dans le voisiaage du point double. De mSme on pourra aller de 
i' i 2' et de 3' d 4' en suivant la courbe iu(f) et sans passer dans le 
voisinage du point double, et cela pour toutes les petites valeurs de t, 
qu'elles soient positives ou negatives. 

Maintenant, si nous consid6rons le voisinage du point double, nous 
voyons que pour / < o, par exemple, on pent passer de t ' i 2' et de 
)* i 4' en suivant tv(t) et en passant pvis du point double, tandis qu'on 
ne pent pas passer de la sorte de i' d 4' et de 2' i 3'. Au contraire, 
pour t^o, on pent passer de i' i 4' et de 2' i 3', mais pas de i' i 
2' et de 3' i 4'. 

II en rfeulte que pour t <[ o, les branches cnvisag^es de «;(l) for- 
ment deux courbes ferm6es distinctes, tandis que pour /^o, elles n'en 
foroaent plus qu'une. 

Notre point singulier correspond done i une bifurcation du squelette. 

U en est de m6mt si 1 est associ^ avec 4, et 2 avec 3. 

Mais supposons maintenant que i soit associi avec 3, et 2 avec 4. 
Nous voyons alors que pour / < o, comme pour / > o, notre vari6t£ 
w (t) se rMuit i une seule courbe fermte ; seulement pour t <^ o cette 
courbe passe successivement par les points i'3'4'2'i', et pour <]>o 
par les points i' 3' 2*4' i'. Notre point singuKer ne correspond plus alors 
i une bifurcation. 

Mais je dis que, dans ce cas, la vari^t^ F est unilatire. 

Pour nous en rendre compte, prenons une surface fermte quel- 
conque k deux dimensions (bilat^re ou unilat^re) dicomposons-la (en la 
laissant d'un seul morceau) de fa^on i pouvoir la divelopper sur un 
plan; nous obdendrons ainsi un polygone, analogue aux polygones fu- 
chsiens, dent les c6t£s seront conjugu6s deux i deux, deux cdt6s conju- 
gu& correspondant aux deux 16vres d*une mSme coupiire. 

Soient AB et A' B' deux c6t6s conjugu^, de telle fa^on que le 
sommec A soit conjugu^ de i^' et k sommet B de B'. Si en allant de 
^ en £ ou i Tint^rieur du polygone, i sa gauche par exemple, et si en 
allant de A* en B' on i Tint^eur i sa droite, nous dirons que la oonju- 
gaison est dkecte. 

Si au contraire eii allant de ^ en £ ou i Tint^rieur i sa gauche, 
et si en allant de A' en B' ou i Tint^rieur ^galement k sa gauche, nous 
dirons que k conjugaison est inverse* (Cecte convention surprendra d'a- 
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bord mais elle se jusdfie avec un peu de reflexion). Cela pos£, si toutes 
les paires de c6tks sont conjuguis dirtcUmtnt (ainsi qu'il arrive pour les 
polygones fuchsiens) c'est que la surface d'oil Ton £tait parti £tait bi- 
lat^e. Si pour une paire de cdt^s, la conjugaison est inverse, c'est que 
cette surface itait unilatire. 

SupposoQs par exemple que notre polygone soit un rectangle dont 
les soninaets se succMent dans Tordre circulaire A BCD et dont les 
c&xks oppose soient conjugu^s. Si ^i5 est conjugu^ de DCy ci AD de 
B Cy la conjugaison est directe, et le polygone pent Stre regard^ comme 
provenant du d^veloppement d'un tore, surface bilat^re. Si ^£ est 
conjugu^ de CD, et ^D de £ C, la conjugaison est inverse pour I'une 
des paires et directe pour Tautre, et le polygone provient du d^velop- 
pement d'une surface unilatire analogue i celle de MObius. Si ^jB est 
conjugui de CD, et ^D de C£, la conjugaison est inverse pour les deux 
paires et le polygone provient du diveloppement du « plan projecdf » 
qui est une surface unilatdre. 




Fig. t. 

Cela pos6, appliquons ces regies i notre variit^ F, d6coupons-la 
et appliquons-k sur un plan de fa^on i. obtenir notre polygone. Je ne 
repr6sente sur la figure que la partie du polygone qui nous int^resse. 
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Nous avons en le point singulier; les lignes CHDy AEBy C'H'D\ 

A' E B* repr&entent une portion du contour du polygone. Les deux 
lignes EiO^E' et HiO^H* qui se croisent en sont le diveloppe- 
ment de la courbe a;(o). Les lignes Bi'i'C, B* i* ^C sont le divelop- 
pement de la courbe «/(/) pour /<o. Les lignes Di'^'A' et D\'i'A 
sont le diveloppement de la courbe w (/) pour / >• o. Par hypothdse 
cette courbe w{i) se ferme sur elle mSme de fa^on que la branche i' 
se raccorde 4 la branche 3' et la branche 2' i la branche 4'. Done 
A doit venir se recoUer d A\ c*est-i-dire que A est conjugut de A' et 
de m6me B de B\ C de C, D de D\ Ainsi, sur notre polygone, A B 
est conjugui de A'B\ et CD de CD'; la conjugaison est inverse. Done 
notre surface est unilatdre. c. a. f. d. 

Si done F a deux dimensions et est bilat^re, son squelette n'aura 
d^autre point singulier que les culs de sac et les bifurcations. Cest li le 
secret de la simplicity relative de T Analysis Situs des surfaces ordinaires. 

J'arrive aux vari6tis ^ i 3 dimensions (m = 3) auxquelles je me 
bornerai pour le moment. Nous avons encore i distinguer deux cas : 

1® ^ = ou q = 3; alors C n'existe pas, et le point singulier cor- 
respond i un cul de sac du squelette. 

2® q= I ou y = 2 ; alors C se compose de deux morceaux ; la va- 
riiti vj (0) pr&ente un point eonique ordinaire (si le point singulier cor- 
respond k / = o) ; les parties de cette variiti voisines du point singulier 
sont assimilables i un cdne du 2"* degr^ ordinaire. Donnons maintenant 
i / des valeurs tr& petites. Les parties de tt/(/) voisines du point sin- 
gulier seront assimilables, par exemple, i un hyperboloide i une nappe 
pour / <^ o et i un hyperboloide 4 deux nappes pour / > 0. 

Consid^rons Tellipse de gorge E de Thyperbolorde i une nappe; 
cette ellipse pour t^ — e (ot e est positif et tres petit) est un cycle 
ferm^ tr6s petit trac6 sur w (f) ; pour t = o, elle se r^duit k un point et, 
pour / = -{-«, elle disparait. 

Ce que nous avons appel^ C (intersection du c6ne et de Thyper- 
sph^re) se compose ici de deux courbes ferm^es (on est dans le cas de 
jr= I, ou y = w), et nous devons distinguer deux cas, ou bien on ne 
peut pas passer d*une de ces deux courbes ferm^es i. Tautre en restant 
sur w(t) et sans passer dans le voisinage du point singulier, ou bien 
ce passage est possible. 

Dans le premier cas, Tellipse E partage la variiti w ( — e) en deux 
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parties, car on ne peut pas passer du voisinage de Tune des courbes C 
au voisinage de I'autre courbe C sans passer dans le voisinage du point 
singulier, c*est-i-dire sans couper Tellipse de gorge E. On aura done sur 
tt;(— e) 

Jfco O. 

Dans le second cas, au contraire, E ne divisera pas w ( — e). 

Dans le premier cas, les nappes de «/(/) qui vont passer dans le 
voisinage du point singulier forment une seule surface fermie pour 
tz=: — e puisqu'on peut toujours passer d'un point i Tautre d*une de 
ces nappes et en pardculier du voisinage de Tune des courbes C i celui 
de Tautre en traversant Tellipse E. Au contraire pour / = -{- e, elles 
fonneront deux surfaces ferm^es, puisque on ne peut plus passer d'une 
des courbes C i I'autre. 

Dans cc premier cas, noire point singulier correspond done it une bi- 
furcation du squelette. 

Dans le second cas, au contraire, ces nappes de tu (t) forment tou- 
jours une seule surface fermie, aussi bien* pour t = — e que pour 
< = -)-« puisqu*on peut toujours passer d*une courbe C i Tautre sans 
passer pr^ du point singulier. 

Dans ce second cas, noire point singulier ne correspond pas it une bi- 
furcation. 

Ce second cas se subdivise lui-m^me. Consid^rons un chemin per- 
mettant de passer d'une courbe C i I'autre sans passer pr^s du point 
singulier. Quand on suivra ce chemin, si I'on veut conserver la forme 
des Equations, il faudra de temps en temps changer de variables et rem- 
placer les variables ^, par d'autres variables y\ puis les y' par de nou- 
veUes variables y*\ etc. Nous supposerons toujours que ces changements 
de variables aient hih faits de telle sorte que le determinant fonctionnel 
des nouveUes variables par rapport aux anciennes soit positif. Soient z^^ , 
^a» ... , ;^^^, les variables finales quand on reviendra dans le voisinage 
du point singulier. Nous aurons done les x en fonctions des :(, mais 
comme dans le voisinage du point singulier, nos Equations qui donnent 
les X en fonctions des y redeviennent valables, les series redevenant con- 
vergentes, nous aurons les :( en fonctions des y ; deux cas peuvent done 
se pr&enter selon que le determinant fonctionnel des :^ par rapport aux 
y est positif ou nigatif. Dans le premier cas le chemin est bilatSre, dans 
le second cas unilat^re. C'est ce que j'ai expliqu^ dans 1' Analysis Situs, 
en definissant les vari^t^s unilatdres. 
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Alors, s'il existe des chemins qui permettent de passer d'une courbe 
C i Tautre sans passer dans le voisinage du point singulier : ou bien 
tons ces chemins seront bilat^res, ou bien les uns seront bilac^res et les 
autres unilat^es, ou bien enfin ils seront tons unilat^res. 

Pour le moment nous nous bornerons au cos oil toutes les surfaces 
w(t) seront bilattres. Tous nos chemins^ s'ils existent^ seront done bi- 
lat^res. 

Nous savons que pour une surface bilatire, le nombre de Betti est 
toujours impair. Si done une surface bilatdre est 2/>4- i fois connexe, 
elle admettra 2p cycles distincts, c'est-idire dont aucune combinaison li* 
n&dre n'est homologue i z6ro. Envisageons done les 2p cycles de la 
surface tv ( — c), nous ferons d'abord entre eux une distinction, ceux 
qui rencontrent TeUipse de gorge E et ceux qui ne la rencontrent pas. 
Si un cycle K rencontre E, nous devrons distinguer les points de ren- 
contre en deux categories suivant le signe d'un certain dtorminant, aiosi 
que je Tai expliqu^ dans T Analysis Situs, page 33. Nous d&finirons ainsi 
k nombre N(Ky E) (Cf, Analysis Situs, page 35), qui sera la diflFference 
des nombres des points d'intersection des deux categories. Si le nombre 
N relatif au cycle K est nul, le cycle K sera homologue i un cycle 
qui^ rencontre E. Si, au contraire, ce nombre N n'est pas nul, tous les 
cycles homologues i K rencontreront E. 

Qu'arrive-t-il alors, quand t variant d'une fa^on continue passe de la 
valeur — e i la valeur -|- e ? On pourra trouver sur w (-[- e) une ligne 
K' infiniment peu dilftrente du cycle K traci sur tt/( — e); seulement 
si K ne rencontre pas E la ligne K' est ferm^e et constitue un nouveau 
cycle sur w(i); si au contraire K rencontre E la ligne K' ne peut fitre 
fermte. Done pour qu'il y ait sur if (e) des cycles infiniment peu dif- 
fferents d'un cycle homologue i iC, il faut et il sufiit que le nombre 
N(^K, E) soit nul. 

En d'autres termes tous les cycles pour lesquels ce nombre n'est 
pas nul, disparaitront quand t passera de — e i -|" ^> ^ous les autres 
subsisteront. 

Soit K un cycle de tu ( — e) qui subsiste, et K' le cycle correspon- 
dant de iu(t). 

Dans quels cas aura-t-on : 

if' coo? 

Si Ton a iif' 00 o, il existera sur lu (e) une aire A' limitie par K'; 
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on pourra trouver sur «/(— e) une aire A infinimcnt pcu diffSrente dc 
A', et cette aire sera limit^e par K seulement ou par IT et par I'ellipse 
de gorge E^ de sorte qu'on aura 

K €K9 o ou K €>^ E. 

J'ajoute que si nous tragons sur t^(e) un cycle quelconque K^, 
nous pourrons toujours trouver sur w{ — «) un cycle K qui en diflfere 
trds-peu, et que Ton ne pent avoir Kc^^ o sans avoir if' cv3 o ; car s'il 
existe sur w ( — e) une aire A iiniitie par K, il existera sur w (e) une 
aire A' limit6e par K' et tr&-peu diff(6rente de A. 

Done, quand t passe de — e i -|" ^> certains cycles peuvent dispa- 
raitre, mais des cycles nouveaux ne peuvent pas apparaitre, ceruios cycles 
peuvent devenir homologues i. siro, mais aucun cycle ne pent cesser de 
Ttee, de softe que le nombre de Betti ^p-j- i pent dtooitre, mais 
ne peut pas croitre. 

H r^ulte de U que deux cas seulement peuvent se presenter : 

I** ou bien Eo^o sur «/( — e); dans ce cas nous avons vu que 
quand t passe de — e i -^tyh variiti w (t) se decompose en deux 
autres. 

Les cycles de w( — e) ne peuvent pas disparaitre; en effet comme 
OQ a £c>oo, on aura N(^K, E) = o pour tons les cycles K. De plus 
aucun de ces cycles K ne peut devenir homologue i z^o. Nous avons 
vu en effet quelles 6taient les nouvelles homologies qui pouvaient s'in* 
iroduire ex^txt les cycles K par suite du passage de / de — e i -|-s; 
on peut routes les diduire de I'homologie nouvelle £ eo o ; et en effet 
nous avons dit que pour que Ton ait K*€>^o sans avoir Ko^o, il faut 
que Ton ait Ko^jE, Or dans le cas qui nous occupe nous avons Eo^o 
aussi bien sur w ( — e) que sur tu (e). 11 ne s'introduit done pas d'ho- 
mologie nouvelle. 

Le nombre total des cycles distincts demeure done le mteie; si 
«;( — f) est 2p-\'i fois connexe, tt/(e) se dicomposcra eh deux sur- 
faces qui seront respectivement 2/)'-}"^ f^^ ^ 2p"-f"^ fois connexes, 
oil p' + p" = p. 

2^ Dans le second cas on n'a pas Ecsjo sur «/( — e), nous avons 
vu que dans ce cas w(i) ne se decompose pas; nous supposons que 
tt;( — e) est 2/)-|-i fois connexe et possSde 2p cycles distincts. Au 
moment oh t devient posidf, certains cycles K disparaissent ; ce sont 
ceux qui sont tels que N{K, E) ne soit pas nuL Mais si I'on a deux 

Mmi. Ciru UaUm, ?aUrmo, t. XVIU (1904). — Sumpato il 19 gennajo X9o4« 8 
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cycles K^ et K^ tek que 

alors on aura : 

N(m,K,-m,K,,E) = o, 

de sorte que le cycle m^ K^ — ^i^i ^^ disparait pas. II r£sulte de U 
que tous les cycles qui disparaissenc sont toujours une combinaison li- 
n£aire de Van d'entre eux et des cycles qui ne disparaissent pas. Le 
Qombre des cycles disdncts diminue done de ce fait d'une unit6, et 
d'une seule. 

D*autre part, entre les cycles subsistants, s'introduit une homologie 
Qouvelle, et une seule, 

de sorte que le nombre des cycles diminue encore d'une unit£. 

En risumi, le nombre total des cycles distincts diminue en tout de 
deux unites, de sorte que vj(b) est 2p — i fois connexe. 

S3- 

Avant d*aller plus loin, nous devons rappeler brifevement ce que Ton 
sait sur les surfaces i deux dimensions, ou plutdt celles des propri£t£s 
de ces surfaces qui nous seront utiles dans la suite ; je commencerai par 
les surfaces bilat^res. 

On sait qu'une surface fermec biiatere 2/)-{-i fois connexes admet 
2p cycles distincts. Soient 

2p cycles fondamentaux de la surface, choisis de telle fa^on que tout 
cycle de la surface soit homologue d une combinaison liniaire de ces 
2p cycles. 

Soient maintenant: 

deux de ces combinabons liniaires oil les coefficients x et y sont des 
entiers quelconques. Envisageons le nombre iV(X, Y) relatif aux inter- 
sections de ces deux cycles X et F; ce nombre est cgal i 

N(X, Y) = Fix, y), 

F(x, y) itant une forme bilintaire par rapport aux variables x et y. 
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Cette forme a tous ses coefficients entiers, elle change de signe quand 
on permute x et y dt sorte que 

f(^> y) = — P(j^ *)> 

enfin son discriminant est ^gal i i. 

On pent choisir les cycles fondamcntaux C (et cela d'une infinite 
de maniferes) de telle fagon que la forme F(x, y) soit rdduite, c'est-i- 
dire qu'elle se r^uise i, 

X^y^ — X,y, + X^y^ — XJ3 + XJ, _ X,)Pj + . . . 

On voit que si la forme F est r6duite, N(C., Cj) sera nul si les 
indices i et k sont de mfime parit6 ; c'est-i-dire que, si i et k sont de 
mfime pariti, les cycles Q et Q ne se couperont pas, ou seront homo- 
logues i des cycles qui ne se coupent pas. 

n nous sera souvent utile dans la suite de remplacer notre surface 
par un polygone fuchsien ; cela peut se faire de deux maniSres. Suppo- 
sons que la forme F itant r^duite, on considSre les p cycles de rang 
impair 

qui, nous pouvons le supposer, ne se coupent pas. 

Void d'ailleurs comment on peut se rendre compte de la g^n^ration 
de ces cycles, Formons le squelette de notre surface; ce squelette sera 
un r^seau o£i Ton pourra dicrire p chemins fermfa distincts ; en chokis- 
sant convenablement p points sur ce rtseau, les p chemins ferm6s seront 
coupes, le r^seau restant n^anmoins d'un seul tenant. Chacun de ces 
points reprfaentera une courbe fermie [qui sera la variiti w(t) du § 
pr&:Ment]. Nous aurons done p courbes ferm^es qui n'auront aucun 
point commun et qui seront nos p cycles 

C C C 

Dicoupons notre surface suivant ces p courbes ; elle reste d*un seul 
tenant, mais elle peut maintenant ^tre d^velopp6e sur un plan, et apris 
le d^eloppement elle se rMuira i une aire plane, limit^e par 2p cour- 
bes fermtes. Une de ces 2p courbes la limite ext6rieurement et les autres 
int^rieurement. Ces 2p courbes sont conjugu^es deux 4 deux, deux cour- 
bes conjugutes correspondant aux deux iSvres d*une mfime coupure. Cette 
aire sera ainsi assimilable i un polygone fuchsien de la 3^ famille; et 
on pourra avoir avantage i envisager le groupe fuchsien qu*il engendre, 
et la decomposition du plan en une infinite de polygones congruents 
au potygone g£n6rateur. 
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miiiiteiitnt que nous d^coupioos uocre sarbce suivant 
les 2p cycks. Les 2p cycles auront pu iore traces de hgcm i {Hsser 
tous par un m6me point et i n'avoir pas d'lutre point commun. Si, 
apr£s ce d&x)upage, on d^eloppe la surface sur un plan, on obtiendra 
un polygone de 4/> cdt^ conjuguis deux i deux, et assimilable i un 
polygone fuchsien de la i^ fanulle. Nous pourrons cboisir ce polygone 
fuchsien (qui n'aura qu'un seul cycle de sommets), de telle fa^n que 
la somme de ces angles soit igale i 21c. Si la forme F est r&luite, la 
loi de conjugaison des cdt6s sera la suivante: i avec 3, 2 avec 4, 5 
avec 7, 6 avec 8, 9 avec 11, 10 avec 12, etc Ici aussi il y aura lieu 
d'envisager le groupe fucbsien et la decomposition du cerde fondamental 
en polygones congruents. 

Mais id se pose une question qm va nous arrfiter quelque temps. 
Le groupe fucbsien en question n'est autre chose que ce que j'ai appeli 
i la page 60 de TAnalysis Situs le groupe fondamental de la sur&ce. 
La notion de ce groupe est fondle stu* la nodon dUqtUvalena des cydes 
et sur la distincnon entre cette notion et celle d'homologie (Cf. pa- 
ges 18 et 62 de rAnalysis Situs). 

Consid^rons deux cycles K, et /T; partant d'un mfime point M et 
y aboudssant, f ^rirai « T^uivalence » : 

si I'on peut passer de Tun i. I'autre par deformation continue et sans 
quiner la vari^te envisag^e. 11 pourra se faire alors que le cycle K' 
venant repasser plusieurs fois par le point initial M se decompose en 
plusieurs autres et equivale ainsi i plusieurs cycles consccutifs K^^ K^^ 
K se succidant dans Tordre indiqui ; nous pourrons alors &:rire : 

K^K^ + K, + K^, 

mais nous n*avons pas le droit d'intervertir Tordre des tennes et d*^- 
crire par exemple: 

CeSt precis^ment ce qui distingue les Equivalences des homologies; 
dans ces demiSres on a le droit d'intervertir cet ordre de sorte que de 
rSquivalence 

K^K. + K^ + K^ 

nous avons le droit de diduire aon seulemeat IHiomologie : 
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mais encore rhamologie: 

K^K^ + K^ + K^. 

De mtoie supposons que K', an lieu de partir du point Af, parte 
d*un autre point Af' et y aboutisse. Soit L un chemin quelconque allant 
de Af en M' . Alors le cycle L -{- K' — L ira comme K de M tn M. 
Supposons qu'on ait Tiquivalence : 

comme nous n'avons pas le droit d'interverdr I'ordre des termes, nous 
ne pouvons en conclure Tiquivalence K ^ K\ mais seulement Thomo- 
logie Kc^K\ 

Ainsi dans les homologies, les termes se composent d'aprte les 
regies de I'addition ordinaire ; dans les Equivalences, les termes se com- 
posent d'apris les m£mes regies que les substitutions d'un groupe; c'est 
pour cela que Tensemble des Equivalences pent pour ainsi dire £tre sym- 
bolist par un groupe qui est le groupe fondamental de la variEtE. 

Dans le cas qui nous occupe, envisageons le cerde fondamental 
dicompost comme nous I'avons dit en polygones fuchsiens congruents. 
Chacun de ces polygones a 4p cdtEs. Un cyde quelconque sera reprE* 
seaxt soit par une ligne fermEe, soit par une ligne allant d'un point du 
plan i un autre point « congruent » (c'est-i-dire transform^ du .premier 
par une des substitutions du groupe fuchsien). 

Dans le i*' cas le cycle est Equivalent i zEro, dans le second il ne 
Test pas. 

Le groupe fondamental est alors le groupe fuchsien lui-mEme, groupe 
dErivE des 2p substimtions correspondant aux 2p cycles fondamentaux 
C^; dans le cas oCi la forme F Etant rEduite, la loi de conjugaison des 
cdtEs du polygone fuchsien est celle que j'ai dite plus haut, on a entre 
les 2/) cycles une seule Equivalence qui s'Ecrit: 

o^c,-^c-c-c,+c^-\-c-c-c^-\-c^+c,-c-c,-\. - . . 

Cette Equivalence suflSt pour dEfinir le groupe fondamental. 

On pent chercher i former un cycle qui soit homologue i, zEro 
sans Etre Equivalent i zEro. On voit d'abord qu'il ne pent y en avoir 
a p = I, car alors FEquivalence que je viens d'Ecrire devient 

et lignifie que deux cycles quelconques sont permutables ^au poiiit de 
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vue de r^quivalence). On sait d'ailleurs que dans ce cas, les fonakms 
fuchsaennes se rMuisent aux fonctions ellipdques, le groupe fiichsieD a 
toutes ses substitutions permutables. 

Si /> ^ i» supposoas que la loi de conjugaison des cdt^ soit celle 
que nous avons dite plus haut, c'est-i-dire i avec 3, 2 avec 4, etc. 
Soient o et i les deux sommets du cdt^ i; soient i et 2 ceux du cM 
2, etc.; soient enfin 4/) — i et 4/) = o, ceux du cM 4p. Joignons les 
sonimets o et 4 par une ligne restant i I'int^eur du poljgone. Cette 
ligne repr^sentera un cycle qui sera Equivalent i 

C 4- C — C — C . 

n sera done homologue i zero; mais il ne sera pas &)uivalent i 
ziro. 

Ayons recours maintenant i I'autre mode de representation; repr6- 
sentons done notre surface par un polygone fuchsien de la 3* famille 
limits par 2p courbes ferm^es conjugu^es deux i deux. Tune d'elles li- 
mitant le polygone extirieurement, les autres intirieurement. 

Soit k Tune de ces courbes fermies, correspondant au cycle C,, 
soit k' sa conjuguie. Soit M un point de Jlr, M ' le point correspondant 
de k'; joignons Af i M ' par un trait MP M' qui correspondra au cycle 
C, . Tragons maintenant i rintirieur du polygone une courbe fermde K 
enveloppant k et k\ mais n'enveloppant aucune des autres courbes qiu 
forment le contour du polygone. 

Soit Q un point sur k d'ou part et ou aboutit ce cycle. Soit L 
une ligne allant de Q en M. II est clair qu'on aura Tequivalence : 

K=aL-\'k-\- MPM' -\-k' - MPM' — L, 
c'est-i-dire : 

de cette equivalence on peut conclure K 00 o, c'est-i-dire que A' est 
homologue i ziro sans 6tre ^uivalent i zero. 

Voyons enfin ce qui se passe sur ia surface die mcme, et bornons- 
nous aux cycles non-boticUsy c'est i-dirc aux cycles qui tie se ruouptni 
pas eux-mimes. 

Soit C un pareil cycle homologue i zero; il dicomposera la surface 
2/)+ I fois connexe en deux parties, de sorte que si on Etranglait la sur- 
face de fagon k r^duire ce cycle C k un point, cette surface se dicom- 
poserait en deux autres. Si Tune des deux surfaces ainsi obtenues est 
simplement connexe, c'est alors que le cycle C 6tait Equivalent i zEro. 
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Si ces deux surfaces sont 2p' + i fois et a/>" + i fois connexes, oCi 
/>' > o , />" > o, /)'-{-/)"=/), c'est au contraire que le cycle C toit 
homologue i z^ro, sans £tre Equivalent 4 zEro. 

D est ais6 de voir, et on sait d'ailleurs depuis longtemps, que deux 
surfaces bilatferes, i 2 dimensions, ayant mfime nombre de Betti, sont 
toujours homtomorphes. 11 suffit de remarquer que chacune d'elles pent 
tore remplacEe par un polygone fuchsien de la 3* famille, limits par 2p 
courbes fermies et que deux pareils polygenes, c'est-4-dire deux aires 
limit^es extirieurement par une courbe ferm^eet int6rieurement par 2p — i 
courbes fermies sont 6videmment toujours homtomorphes I'une i I'autre. 

Mais on pent aller plus loin. Soit S une surface 2p -f" ^ ^^^^ ^^^" 
nexe; tra^ons sur cette surface deux syst^es de 2/) cycles 

La surface S pent toujours Stre regardie comme homiomorphe i elle- 
m6me; c'est-i-dire qu'd un point Af de la surface nous pouvons faire 
correspondre un autre point Af' de cette surface; de telle fa^on que la 
bi de correspondance soit continue et doublement univoque. Dans quels 
cas cette correspondance peut-elle 6tre choisie de telle sorte que, quand 
le point Af d^crit les cycles 

le point Af' dicrive: 

i^ ou bien les cycles 

^i > ^a ^ • • • > Wp > 

2^ ou bien des cycles Equivalents i 

3^ ou bien des cycles homologues k 

^1 > ^a > • • • > ^%p • 

Je ne traiterai que la 3* question qui est la plus facile. Je considire 
la forme F(x, y) qui repr&ente le nombre N relatif i Tintersection 
des cycles ^xC et ^yC, Je considdre de mfime la forme f (x', y') 
relative i Tintersection des cycles ^x' C et ^y' C\ 

n est dair d'abord que si la correspondance est possible de telle 
fa^OQ que Af' d^crive un cycle homologue i C\ quand Af d&:rit un 
cycle homologue i C^ , les deux formes devront £tre identiques, c'est-i- 
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dire ne difii^rer que par la substitution des variables x', y' aux 
X ex y. Sif par ezemple, nous supposons que F est r&iuite et que 

on devra avoir: 

i^' = ':>;-</+*;>; -<>;+••• 

Les cycles C sont des conibioaisons liu^res des cycles C et, si nous 
supposons 

les nouvelles variables x' et y' seront 6galement des combinaisons lin6- 
aires i coefficients entiers des x et des y. II faut done que la fonne F 
ne soit pas alt^rte par la substitution lin&iire qui fait passer des x aux 
x' et des y aux y'. 

Je dis que celte condition nictssairt est igalcnuni suffisanU. 

Pour le d^ontrer, voyons quelles sOnt les substitutions linfciires 
qui n'alt^ent pas la forme F que nous supposerons r^duite. 

I** Si nous supposons que Ton ait: 

x[ = x, + x^, x\ = x, (i>i), 

il est clair que Ton aura : 

^y'z — x\y[ + • • • = x,y, — x,y, 4- . . • 
D est clair qu'il en sera encore de mfime, si nous posons 



X 



3 



^ + ^> 



< = \ + ^3 > 



ou bien 

ou bien 

ou, plus gincralement, 

ou bien ennn 

^ih ^^ ^ak-i I ^ai> 

tons les autres x\ 6tant igaux i Tx. correspondant. 

II en sera encore de m6me si les x subissent des substitutions in- 
verses des pr4c6dentes, c*est-i-dire si Ton pose : 



ou bien 



•^ak— 1 -^ak-i ^ak > 



*ak ^2k ^ak-i 9 



tous les autres x[ £tant ^ux i Tx. correspondant. 
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n va sans dire que la substitution iiniaire qui fait pasff^r des y 
aux y' est identique i celle qui fait passer des x aux x\ 

Voiii done un premier type de substitution^ lin6aires qui n'altirent 
pas la forme r&iuite F. 

2^ En void maintenant un second type. 

Supposons que Ton pose : 

X, ^^^ Xj -j- Xj , x^ s^ x^ — • X, 
x\ =^ Xj (sauf pour » == i et pour i s= 4) , 
ou plus g6n6ralement : 

x^ = X. (sauf pour i = 2 iT — i et pour i = 2j) ; 

il est clair que la forme rMuite F n'est pa$ alt^r^e. 

EUe n'est pas alt^r^e non plus par la sub3tituuon iny^se: 

x^ = X,. (sauf pour i = iK — i pour i =:= 2/). 

Voili notre second type. 

Or il est aisi de voir que toute substitution qui n'altSre pas la forme 
rMuite F pent £tre consid^r^e comme une combinaison de substimdons 
rentrant dans ces deux types. 

n suflSt done de d6montrer le th^orime pour les substitu^ons de 
ces deux tjrpes. 

En ce qui concerne d'abord le second type, nous pourrons repri^ 
senter notre sur£u:e par un polygone fuchsiea de la 3^ famille» Iknit^ 
taot ext&ieurement qu'intirieurement par 2p courbes ferm&ss : 

>1 A* - A A' • •A A* 

conjugu^es deux i deux et correspondant aux p cycles d'indice impair 

c r c 

Pour construire les p cycles d'indice pair, il suffit d'oputrer dc 1^ 
£a(on suivante. 
Soient 

P P P 

p points pris arbitrairement sur les courbes A^, A^, . . . , -4^*-! > soient 
P[y P' , . . . , P' , les points correspondants sur les courbes conjuguies 

^;, ^;, ..., ^;^.. Joignons p, i p;, p^ A p;, ..., p,^_, i p;^. 

Jtffii. Grt. UmUm, FuUrmo, t. XVIII (1904). — Sumpato il ao genxujo 1904. 9 
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par p lignes 

tracto de mani&re i ne pas se couper mutudlemenL Ces p lignes serott 
homologues aux p cycles d'indice pair : 

^a > ^4 > • • • > ^a;'' • 

Pour simplifier, nous supposerons que ce soit k courbe A^ ((fi 
ne jouera aucun rdle dans ce qui va suivre), qui limite eztirieareinca 
notre polygone fucbsien. Construisons une courbe B qui enveloppe ks 
deux courbes A^et A^^ et n'en enveloppant pas d'autres ; cecte courbe B 
repr^sentera un cycle bomologue i 

c. + c,. 

Soit R la region limit^e ext^rieurement par cette courbe B et mtfc- 
rieurement par A^ et A^ . Envisageons la substitution du groupe fuchaen 
qui change A^ en A\ (et qui correspond d'ailleurs au cycle CJ. Soit 
R* la transform^ de la region R par cette substitution; elle sera liroitte 
ext^rieurement par A^ et int6rieurement par deux courbes fennies V 
et A'^ transform^es de B ci A^, 

Modifions le polygone fucbsien en retranchant la r^on R eteaj 
ajoutant la region R\ Notre nouveau polygone fucbsien sera limit^ ext^ 
rieurement par A^ et inttrieurement par 

A' • R' R* * A' A** ' A A* ' - A A' 

Deux points du plan, transform^s Tun de Tautre par une substitu- 
tion du groupe fucbsien, correspondent evideniment 4 un mSme point 
de la surface S. Notre nouveau polygone fucbsien correspondra done 
comme Tancien i la surface S tout enti^re puisque la region R suppri- 
mie a hxk remplacte par sa transform^e R*. D'ailleurs ces deux polygones 
qui sont tous deux des aires planes limitces par 2p courbes ferrates 
sont homtomorpbes Tune A I'autre et de telle fa^on que 

correspondent i : 

B^ B* \ A^ y A^'y A^y ^^ ; . . . ; A^^_^ , A\^^ , 

U en risulte que dans cet homeomorphisme, les cycles impairs 

> > ) » ^j > • • • > ^ip^i 
correspondront i des cycles bomologues i 

^ "r S ? ^3 > ^ > • • • > Q^i • 
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A quoi correspondront les cycles d*ordre pair ? Chacun de ces cycles 
correspond i une substitution du groupe fuchsien, par exemple C^ i la 
substitution r, qui change A^ en -/4[ , C^ i la substitution T, qui change 
A^ en A*^ , etc. II est Evident d'ailleurs que dans rhomiomorphisme en 
question la substitution T, est remplacie par celle qui change B en B* 
(cycles qui correspondent i A^ et A^ et qui est encore T, , la substi- 
tution Tj par celle qui change A*^ en A^ et qui est T~^ T^ , et que les 
autres substitutions ne changenc pas. Cela nous fait dt']i pr^voir que les 
cycles 



correspondront i 



^2 > ^4 > ^6 > 



^ > ^4 "" ^a > Q > 



• a • 



Mais un doute pourrait subsister, car la substitution T, ne corre- 
spond pas seulement au cycle C\ , mais i tons les cycles C^-\- K , K 
etant une combinaison lineaire quelcon^ue des cycles d*ordre impair. 

U nous faut done revenir aux lignes L que nous venons de difinir; 
nous pouvons toujours supposer qu'aucune de ces lignes ne coupe 5, 
i Texception des lignes L, et L^ qui couperont B en N^ et N ; je d6- 
signerai par M , et M\ , M^ et M ^ les points d*intersection de A^ et A\ 
avec L, , de A^ et A^ avec L^ ; par N[ et N'^ les transform^ de N^ et 
N^ par r, qui sont sur B\ et j*envisagerai les tron^ons N[ M[ , N| M" 
qui sont les transformis par T^ des tron^ons de N^M, et N^M des 
lignes L, et L^ . Le point M^' est sur A" . Les lignes L et les nou- 
veaux tron^ons N[ M/ , N'^ Af " ne se coupent en aucun point. 

Nous considirerons encore les tron^ons N N^ sur B et N' N[ sur 
B\ ou mieux des trongons N^N° et N'^N'^ aboutissant i des points 
N° et N*^ sitnts sur 5 et 5' infiniment pr6s de N, et N[ , et de telle 
la^on que N^ et N[ ne soient pas sur les arcs N^ N^ et N'^ N'^ ; j'envi- 
sagerai en outre une ligne N'^M'°N^^ infiniment voisine de N[M[N^ 
et ne la coupant pas ; i I'aide de ces divers tron^ns je pourrai construire 
les lignes 

L' L' 

correspondant dans notre hom^omorphisme aux lignes 

• L L 

La premiere sera la ligne N^ M[ N[ ; la seconde qui doit aller de M'' en 
M; sera M;'N; + iST^AT;;* + N;°M;°iV^+ iV^iV, + iV,M,; d'ailleurs 
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Lj sera idendque i L^y L'^i L^j etc. II suffit pour s'en rendre compte 
de verifier que ces dtverses lignes ne se coupent pas. 
On voit abrs que ces lignes sont homologues i: 

ce qui veut dire qu*aux cycles C, , C^ , etc. correspondent : 

Cj > C^ "" c^ > ^< > • • • 

Nous avons done en rfaumi C,' «^ C,. sauf pour i = i ou 4, et 

Si done nous supposons ^xC =: ^x' C , on aura x- = x,' sauf 
pour i = 2 et 3 et 

Xj SS Xj *-* X, } Xj = Xj *|- x^ . 

Si Pon avait voulu avoir : 

Xj = Xj -(- X| , *a ^^ *a '^4 > 

il aurait fallu tracer B autour de A^ et A'^ et non autour de A^ et A^ . 
Si on avait voulu avoir : 

X, i^ X, — Xj , X^ =r X^ -f- X^ , 

il aurait fallu tracer B autour de A^ et A^ et transformer la r^on i?, 
non plus par T, , mais par T^ . 

Ce proc^d6 est done applicable i toutes les substitutions du 2^ type. 

On op^rera d'une fagon analogue pour les substitutions du i*' type; 
je suppose par exemple 

x; = x, + x, x; = x. (i>i), 

c'est-i-dire : 

C, «v» C[ , C[cx9 C^— C^. 

Je ne reprfeenterai notre surfece par un polygone fiichsien de ia 
f femille, ni un polygone fuehsien de la i*'^ famille comme je Tai fait 
plus haut, mais j'emploirai un mode de representation analogue et pour 
ainsi dire interm^diaire. 

Remarquons en effet que rien ne nous oblige i nous restreindre i 
des polygones fuchsiens proprement dits, c*est-A-dire i des polygones 
limitis par des arcs de cercle coupant orthogonalement un m^me cercle 
fondamental. Dans une question comme celle qui nous occupe, rien 
n'emp6cbe de rempkeer, par ^temple, un polygone fuehsien de la i*** fa- 
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miUe par un autre polygene curviligne qui lui soit homtomorphe, mais 
qui soit d'ailleurs quelconque. 

Nous pouvoQS profiler de cette ^lasticiti pour adopter le mode de 
representation suivant. 

Notre polygone sera liniiti extirieurement par un quadrilatSre cur- 
viligne et intirieurement par 2p — 2 courbes fermies. Les cdt6s opposes 
du quadrilat^re seront conjuguis et d'autre part les 2p — 2 courbes 
ferm^ seront conjugu6es deux a deux d'une mani^re quelconque. 

Soient abed les quatre sommets du quadrilat^re, 

J A' • A A' * * A A* 

les 2p — 2 courbes fermies conjugu6es deux i deux; ces courbes ferm^es 
correspondront i p — i des cycles d'ordre impair 

C C C 

3 * ^5 > • • • > ^ip^i • 

Les cdt^ ab ti dc y diw quadrilat^re correspondront au cycle C, ; 
les cdt^ ad tl be zxji cycle C, . 

Nous prendrons sur les courbes fermies A^ des points quelconques 
p. ; nous joindrons chacun des points P^ au point correspondant P^ de 
la courbe A\. La ligne L. qui jomt P. k P\ correspondra au cycle 
Q^i > ^ 1^ condition que ces Ugnes L aient ^t^ trac^es de fa^on k ne 
pas couper les cdtis du quadrilatdre et k ne pas se couper mutuellement. 

Joignons les sommets opposes a et c du quadrilat^re par une dia- 
gonale curviligne a c , qui divisera ce quadrilat&re en deux triangles acb 
et acd et qui devra etre trac^e de telle fayon que toutes les courbes 
fermtes A et A' soient i rint6rieur du i" triangle acb. 

Le groupe qui jouera le rdle de nos groupes fuchsiens de tout i 
Theure, sera dhnwt des substitutions suivantes : T^ qui change ad en 
be ; T^ qui change ab en dc ; T- (i = 3 , 5 , . . . , 2 /) — i) qu 
change A^ en A[ . 

Soit bcf le transform^ du triangle adc par T^ . 

On pent remplacer le triangle adc par le triangle bcf et par con- 
s&juent on pent remplacer notre polygone g^n^rateur par un nouveau 
polygone limiti ejctirieurement par le quadrilatSre abfc et int6rieure- 
ment par les 2/) — 2 courbes fermtes A tt A' \ ces courbes fermies 
sent encore conjugu6es deux i deux et les cdt6s opposes du quadrilat^re 
sent conjugu6s. 

Ces deux polygones (qui tous deux correspondent i la surface Si 
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tout enti&re) sont homtomorphes Tun i Tautre et de telle fa^n que 

abf be J cdy da^ A^^ A\y L. 
correspondent respectivement i: 

^^> ^/> /^> ^^> -^i> ^! > -^i* 
Les cycles 

correspondront done dans cet hom^omorphisme i 

^i > ^a + ^i > ^i > '^i-hi • 

Done la surface 5 est hom^omorpbe i elle-mSme de telle fa^n 
qu'au cycle Q corresponde le cycle Q, en supposant 

Cjk = Q (* = I » 3 . 4 , 5 > . . > 2/^) 



Dans ce cas on a 

Xj ^ Xj — Xj y X^ = Xj , Xj ^=: ^j > • • • > ^a/ ^~" ^a/ • 

Cest done une substitution du i*' type pour lequel le thterfeme se 
trouve dimontri, et il est clair qu'on le d^montrerait de m£me pour 
toutes les autres subsdtudons du i^ type. 

Nous pouvons done dire en r6sum£: 

La condition niussairt ei suffisante pour que la surface 8 soit honUo- 
morphe d elk-mSnie de telle fa^on qu'aux cycles C- correspondent des cycles 
homologues aux cycles C[ , c'est que la forme F (x, y) relative aux cycles 
C soit identique d la forme F(jk\ y') relative aux cycles C". 

II est ais6 de coaclure de ii qu'un cycle ^ a. Q est toujours ho- 
mologue i un cycle non boucli^ c'est-d-dire ne se coupant pas lui-mcme, 
si les entiers a. sont premiers entre eux. Si au contraire ces entiers a. 
ne sont pas premiers eiitre eax, 11 ne peut ctre homologue i un cycle 
non boucli. 

fitablissons d'abord le i" point. 

II suflSra de dimontrer que Ton peut trouver 2p cycles 

^i > ^a > • • • > ^a^ 

tels que 

et que la forme F(x', y') relative aux cycles C soit identique i la 
forme f (x, y) relative aux cycles C; de telle fa^on que Ton ait: 

F(x' , y') = x[y[ - x[y\ + x[y\ -<>;+••• 
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si nous supposonSy comme nous le faisons d'ordinaire, que les cycles 
C aient hd choisis de telle sorte que la forme F (x, y) soit rWuite. 

En effet, si les cycles C satisfont i cette condition, la surface 5 
sera homiomorphe i elle-mfime de telle sorte qu*au cycle C. corresponde 
un cycle homologue i C[ . Done on pourra trouver un cycle homologue 
i C\ qui dans cet homtomorphisme correspondra i C, et qui par con- 
s&]uent ne sera pas boucl^, puisque C, n'est pas boucl6. 

Remarquons d'abord que si les entiers a. sont premiers entre eux, 
on pourra trouver ip cycles 

I > ^a > • • • > ^ap 

teb que 

C"= C = Ya C, 

Q' = Z *,ik c, , 

les fl. et les i.j itant des entiers dont le determinant soit egal i i. 

Soit F(x", y") la forme relative aux cycles C. 

Quelle relation doit-il y avoir entre les variables x' et x" ? Le cycle 
C\ devant fttre identique i C|', il est clair que 

x' x' x' 

devront £tre des combinaisons lindaires de 

x" x" x" 

et qu'il en devra fitre de mfime de la difiSrence x\ — x'/ . 

n reste i dimontrer qu'il existe un changement liniaire de variables 
qui satisfasse i cette condition et qui en m^me temps soit tel que la 
forme ¥ (x' , y ') soit riduite. 

Or nous pouvons icrire: 

F(x-, /') = x'; r, - /;x, + ^(x", f\ 

oCi X, est une combinaison liniaire de x'^ , x',' , . . . , x[^ dont les coeffi- 
cients sont des entiers premiers entre eux; ou Y^ est la mSme combi- 
naison de y'^' ^ i\i • • • > y'a^ \ oii enfin est une forme biUn&dre de 

■*a > -^j > • • • > ^a/ > /a > y 3 > • • • > ya^ * 

J'ai dit que les coeffidents de X^ sont des entiers premiers entre 
eux, et en effet, si le plus grand commun diviseur 6tait a ]> i, le de- 
terminant de la forme f (x", y") serait divisible par a*; ce qui est 
impossible puisque ce determinant est igal i i. 

Ces coeffidents temt premiers entre eux, nous pouvons trouver 
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2p — I corobinaisons lin^aires 

de x" , Xj , . . . , x'^p , dont la premiere soit pr&risiment X^ et dont les 
coefficients soient des entiers dont Ic determinant soit ^gal i i. 
Dans ces conditions sera une forme bilin^aire de 

Y Y y 

et des combinaisons correspondantes 

Y Y Y 

formies avec les y*\ Nous pourrons alors fecrire : 

oCi X' est une combinaison liniaire de X^ , X^, ... , X,^; ou Y* est 
la m£me combinaison des Y\ ou ^ est une forme bilin&iire des 4/> — 4 
variables 

XY y • y y v 

Le determinant de cette forme ^ devra diviser celui de F; il sera 
done 6gal i i. La forme ^ ayant pour determinant i, on peut trouver 
2p — 2 combinaisons lin^aires 



' x' x' 

3 > •*4 > • • • > ^tp 



des variables X^ , X^ , . . . , X,. , telles que la forme ^ soit rMuite quand 
on prend les x* pour variables nouvelles, avec les combinaisons corre- 
spondantes y* des Y, 

Si alors nous posons 

il viendra: 

F = x:y:-x'J, + ^. 

Lai forme i^ itant riduite, il en sera de mSme de f , de sorte que 
nos nouvelles variables x' ripoudent bien k la question. 

Le premier point est done itabli. 

Supposons maintenant que les a. ne soient pas premiers entre eux; 
je dis que tout cycle homologue i X ^i Q ^^^ boucie. Soit en eflfet 

d etant le plus grand commun diviseur des a. , et les ^ . ^tant premiers 
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encre eux. Soit alors: 

D'apris ce qui pr&6de, la surface S sera homiomorphe i elle-mfeme, de 
telle fa^on que C, corresponde i C[ . U nous sufl5t done de montrer 
que tout cycle homologue i dC^ est boucli; puisque dans notre homi- 
omorphisine tout cycle homologue i ^ a. C. correspondra A un cycle 
homologue h dC^. 

Pour cela, reprenons la representation de notre surface S par un 
polygone fuchsien R^ dt ^p c6t6s et de la i*'* famille, polygone qui 
avec ses difii^rents transform6s remplira la surface du cercle fondamental. 

Soit K notre cycle que nous supposons homologue i d C, . Ce cycle 
sera repr6sent6 par une certaine ligne amb, allant d'un certain point a 
int^rieur au cercle fondamental i un point b transform^ de a par une 
substitution du groupe fuchsien. Outre cette ligne nous devons envisager 
toutes ses transform^es par les diflF(£rentes substitutions du groupe fu- 
chsien; car une quelconque de ces transform^es repr^sente comme la 
ligne elle-mfime le cercle C. 

Nous envisagerons en particulier les arcs de la ligne amb ou de 
ses transformies qui seront i Tintirieur du polygone R^ . L'ensemble 
de ces arcs sera ce que j'appellerai Vitnage du cycle K. 

Cette image se composera d'un certain nombre d'arcs 

allant de certains points A^y A^y . . . , A^ situis sur le pirimdtre de 
R^ i d'autres points 5, , B, , . . . , B^ , situ6s igalement sur le pirim^tre. 
de R^ . Pour que le cycle soit continu et fermi, il faut que les points 
B, et -4^ , 5, et -4j , . . . , B^, et A^ , B^ et A^ correspondent i un 
m£me point de 5, et, par consequent, que ce soient des points conjuguis 
du perim^tre de R^y c'est-i-dire des points correspondants sur deux 
c6xis conjuguis. 

Faisons correspondre un nombre i chaque point du p^rimtoe de 
R^ et cela de la fa^n suivante : i° les nombres correspondant aux points 
A^ et 5. seront des entiers; 2^ les nombres correspondant aux autres 

points du pirimtec seront igaux i des entiers + 7 ; 3** en suivant le 

perimtoe dans le sens direa, notre nombre ne rariera que quand on 
passera par un point A^ ou par un point B. ; 4^ il augmentera brusque* 
ment d'une unit6 quand on franchira Tun des points A^^ et il dtminuera 

RmU, Gre, Mmtmm, PdUnm0, t. XVm (tfOf). — StMMftno U %o ftiijo if^ m 
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brusquement d'une uniti quand on franchira Tun des points £. ; 5** la 
valeur du nombre en un des points A. ou en un des points B. sera 
• la moyenne arithmetique entre les deux valeurs constantes de ce nombre 
ie long des deux arcs qui aboutiront i ce point. Si, par exemple, en 
suivant le p6rim^tre dans le sens direct on rencontre successivement les 
points 

A^ A, B, B, A, B3 

Ic nonibre sera 6gal i o en ^^ , i -|- sur Tare A^A^^ ii 1 en A^^ i 

1 + 4- sur Tare A^B^ , i i en 5, , i -f sur I'arc 5,5,, i o en 5,, 

i — 7 sur Tare B^A^ , i o en -4, , i ^ sur Tare A^B^, i o en 5^ 

et enfin i — 4 sur Tare 5. A, . 

, Conune il y a autant de points A que de points 5, on retombera sur 
la valeur initiale apr£s avoir parcouru le p^rim^tre tout entier. 

^. . .j.Cela.posi, je dis d^abord que si le cycle n'est pas boucl^, ou, ce qui 
revient au m£me, si les arcs A-B^ ne se coupent pas mutuellement, les 

J deux points Ai et B. correspondent i un m£me nombre. Soit en eflet 

^ a run des deux arcs, qui sur le p^rimdtre de R^ vont de A. en 5. . Si 
le point A^ se trouve sur cet arc a, le point B^ devra s'y trouver 6ga- 
lement; car si les deux couples de points A.B.y A^B^ 6taient croisis, 
c*est-i-dire s'ils 6taient placds sur le pcrimctre de favon d sc siparer 
mutuellement, les deux arcs A.B^ et A^^B.^ devraicnt se coupon. II ri- 

. suite de li qu'il y a sur Tare a autant dc points A que de points 5, 
ce qui revient i dire que les deux exircmitcs A^ et B^ de Tare a cor- 
respondent i un mfime nombre. c. a f. d. 
Comparons maintenant les nombres correspondants aux points 5. et 
A.^^ (pour plus de symtoie dans les notations, je dcsignerai indifFerem- 
ment le point A^ par les notations A^ et A^^^). 

Ces points A. et 5^.^, , nous Tavons dit, sont conjuguis sur le pi- 
rimfetre de R^ . 

Comment exprimerons-nous que notre cycle K est homologue i 
d C ; cela veut dire que si Ton considiire les intersections du cycle K 
avec les diffcrents cycles fondamentaux C, , et qu'on convienne de re- 
garder ces intersections comme positives ou negatives suivant le sens 
dans lequel les deux cycles se couperont (cf. Analysis situs. Journal dc 
r£cole Polytechnique) le nombre des intersections positives sera le m£me 
que celui des intersections negatives pour tons les cycles C. sauf pour 
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C, , et que pour C, le premier nombre surpasse le second de d unites. 
(Je dis C, , parce que C, coupe C^ en un point, et ne coupe pas les 
autres cycles C. , si nous choisissons les cycles fondamentaux de fa^on- 
que la forme F soit riduite). -^ 

En d*autres termes, soient 

P P P' F P P F F 

les cdt6s successifs de R^ ; je suppose p = 2 pour fixer les idies; dans 
ce cas les cdt^s P, , P, , P^ , P^ sont respectivement conjuguis de P[ , 
P^ , Pj , P^ . Le cdti P; correspond au cycle C. et le cdti P! au cycle 
C,. parcouru en sens invers. Telle est bien la loi de conjugaison des 
cdtis quand la forme £^ est riduite. 

Soit alors N. le nombre des pomts A qui se trouvent sur P. moins 
le nombre des points B qui se trouvent sur ce mfime cdti P. ; soit W^ 
la difference correspondante pour le edit P[ . , 

On aura alors 

N=d, n; = — d, N, = iv, = N = N[ = at; = at; = o. 

Voili les conditions qui expriment que le cycle K est homologue 

Nous reprisenterons par Q^, S. les deux sommets du cdti P^ de 
telle fagon qu*en parcourant ce cdti dans le sens direct on- aille de 
en S,. ; de m£me Q[y S^ seront les deux sommets de P.' . II est clair d'apr^s 
cette definition, que le sommet 5, sera identique au sonmiet Q^y It som*' 
met S, au sommet Q[, etc. ^ - 

Le nombre correspondant k 5. sera 6gal i celui qui correspond i 
Q^ augment^ de N. ; et comme tons les N et les N' sont des multi- 
ples de dy nous devons conclure que les nombres correspondant aux 
divers sommets de R^ different entre eux de multiples de ^i . 

Consid^rons maintenant deux cAtis conjuguis P^ et P/ et imaginons 
deux points parcourant le premier le cdt^ P. dans le sens direct en al- 
lant de Q^ en S,. et le second le cdt6 P. dans le sens invers en allaht 
de 5^. en Q^ et de fagon ii rester consiammeni conjuguis. Quand le pre- 
mier passera par un point A^ le second passera par le point conjugu6 
qui sera un point B; le nombre relatif au premier aiigmentera d'une 
uniti, et il en sera de m£me du nombre relatif au second puisqu'bii 
est pSLSst par un point B en marchant dans le sens invers. De m£me 
quand le premier point passera par un point B, le second pasisera par 
un point A etlss deux nombres diminueront d'une uxjSiL ' ^ ' ' 
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La difference des deux nombres demeure done constante et cbmme 
elle 6tait originairement un multiple de J, elle sera toujours un multiple 
de d. 

Ainsi les deux nombres relatifs aux deux points conjuguis A. et B^, 

difkrent d*un multiple de d; ei comme le nombre relatif i B. est dgal 

au nombre reladf i A^ , nous conclurons finalement que les nombres 

relatifs aux m points 

A A A 

^, > ^1 > • • • > ^« 

different entre eux de multiples de d. 

Or suivons le p^rimtoe de K^ dans le sens positif et envisageons 
deux points cons&utifs A^ A^ , ou A^ B^ , ou B. B^ ; d'aprds notre de- 
finition les nombres relatifs i ces deux points seront ^gaux ou diff^reront 
d'une unite. Si les differences ne peuvent etre que des multiples de d^ 
il faudra conclure que tous les nombres relatifs aux points A tt B sont 
egaux, entre eux, et, par exemple, tous egaux i zero. 

Aldrs pour les autres pomts du perimitre, notre nombre sera dt 7 • 
Si done nous considerons en particulier deux sommets de i?^, la difie- 
rence des deux nombres sera o ou ± i. Or pour les deux sommets 
P, et Q^ cette difference est JV, = d. 

Nous sonmies done conduits i une contradiction; ce qui veut dire 
que I'hypothese faite au debut etait absurde et que le cycle K doit Ore 
boucU. c. a F. D. 



S 4- 

Nous avons vu au § precedent qu'il est relativement aise de recon- 
naitre si un cycle donne est homologue k un cycle non boucie, ou si 
deux cycles donnes sont respectivemcnt homologues i deux cycles qui 
ne se coupent pas. Nous allons dans le prisent § examiner une question 
analogue : 

Comment reconnaitre si un cycle donne est Equivalent i un cycle 
non boucie, ou si deux cycles donnes sont equivalents i deux cycles 
qui ne se coupent pas. 

Mais avant d'aborder cette question, revenons sur la definition de 
requivalence. 

Jusqu'ici nous avons toujours entendu cette equivalence de la fafon 
suivante : 
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Quand nous torivons 

C=C' 

nous entendons que le point initial et final du cycle ferm^ C est le 
mfime que le point initial et final de C, et qu'il existe entre C ct C 
une aire simplement connexe dont la fronti^re complete est form^e par 
C et C. Ou, en d'autres termes, que Ton pent passer de C i C en 
£usant varier C d'une mani^re continue et de fa^on que le cycle reste 
constamment form^ d'qne seule courbe ferm^e et que le point initial et 
final demeure invariable. C*est ce qu*on peut appeler V Equivalence propre. 
Nous pouvons avoir avantage i icrire 

C ^ C (impr.) 

quand on peut passer de C i C en faisant varier C d*une maniire con- 
tinue de fa^on que le cycle reste constamment formi d'une seule courbe 
ferm^ mais en faisant varier le point initial et final. C'est ce qu'on peut 
appeler Viquivaltnu impropre. En d'autres termes, on aura Tiquivalence 
impropre 

C^C (impr.) 

quand on aura l'6quivalence propre 

C = — a+C' + a, 

a ^tant un arc quelconque^ allant du point initial et final de C au 
point initial et final de C. 

Nous aurons done quatre sortes de relations : les Equivalences pro- 
pres, oil Ton n*a pas le droit d'intervertir Tordre des termes; les Equi- 
valences impropres, oCi Ton peut changer Tordre des termes, mais i la 
condition d*en respecter Vordre circulaire; les homologies sans division 
ou I'on peut intervertir cet ordre d'une mani^re quelconque et qu'on 
peut additionner, soustraire et multiplier; enfin les homologies par divi- 
sion qu'on peut en outre diviser. 

Quand il n*y aura pas d'avis contraire, et que nous parlerons d'une 
Equivalence il s'agira toujours d'une Equivalence propre. 

On peut se placer, dans I'Etude de la question qui nous occupe, i 
plusieurs points de vue diflFErents. ReprEsentons d'abord notre surface 
par un polygone fuchsien R^ de la i*" famille, construisons les diflFE- 
rents transformEs de ce polygone par les transformations du groupe 
fuchsien correspondant G; ces transformEs rempliront le cercle fonda- 
mental. Un cycle quelconque C sera alors reprEsentE par un arc d^ 
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courbe MM'y allant d*un point Af i un de ses transform^ M\ Deux 
cycles proprement &iuivalents seront reprisentfe par deux arcs de courbe 
MPM' et MQM' ayant m&nes extrimitis et r&iproquement deux 
arcs ayant mfemes extrimitis reprisenteront deux cycles Equivalents. Un 
arcs Af, QM[ repr^sentera un cycle improprement Equivalent au cycle 
reprisenti par Tare MM'y si la mSme substitution du groupe G qui 
change M en Af ' change Egalement Af , en M[ . 

Soit un arc MPM' reprEsentant un cycle C; considErons les di- 
vers transform^ de cet arc par les substitutions du groupe G; tons ces 
transformis repr6senteront Egalement le cycle C. La condition pour que 
le cycle C ne soit pas boucli, c*est que Tare MPM' ne coupe aucun 
de ses transform^s. 

De m£me soient MPM', M^QM[ deux arcs repr6sentant deux 
cycles C et C; la condition pour que les deux cycles C et C ne se 
coupent pas, c'est que Tare MPM' ne coupe ni Tare M^QM'^ ni au- 
cun de ses transform^s. 

Cela poshy cherchons si parmi les cycles improprement Equivalents 
i C il y en a qui ne soient pas bouclEs; reprenons Tare MPM' et la 
substitution S du groupe G qui change Af en Af '. Cette substitution est 
hyperbolique; en effet dans le cas qui nous occupe, qui est celui d'un 
polygone R^ de la i*" famille dont les sommets forment un cycle unique 
et dont la somme des angles est 4W, toutes les substitutions de G sont 
hyperboliques. 

La substitution S a done deux points doubles a et pi sur le cercle 
fondamental. 

Joignons ces deux points par une droice non euclidienne, c*est-i-dire, 
d'aprcs la terminologie adoptEe dans la theorie des fonctions fuchsiennes, 
par un cercle coupant orthogonalement le cercle fondamental. Soit Af ^ un 
point quelconque de cette droite non-euclidienne a [i, son transform^ M[ 
par la substitution S sera igalemeat sur cette droite a^. Soit Af^QAf', 
Tare de la droite non-euclidienne compris entre Af ^ et Af ^ . II reprdsen- 
tera un cycle improprement equivalent au cycle MPM', 

ConsidErons maintenant les transformEs de M^ Q M[ par les diverses 
transformations de G, ce seront aussi des arcs de droite non-euclidienne. 
Les transformis par la substitution S et ses multiples nous donneront 
la droite a p tout entiere; les autres transformers nous donneront d*autres 
droites non-euclidiennes, i savoir les droites a'^' qui joignent les deux 
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points doubles a'' ct P'' des' inverses substiturions transform^es de S par 
les substitutions de G, C*est-d-dire des diverses substiturions hyperboUques 
I^~* S r, T ilant Une transformation de "G. 

Le cycle Af , Q M[ ne sera done pas boucl^, si ces diverses droites 
non-euclidiennes ne se coupent pas; et pour qa'elles ne se coupent pas, 
il faut et il suffit que pour aucune des substitutions r~'Sr, les deux 
points doubles a' et P' ne se croisent sur le cercle fondamental avec ks 
deux points doubles a et P, c*est-i-dire ne se pr&entent dans Tordre 
circulaire aa'pp' ou dans Tordre invers. 

Riciproquenient, je suppose que deux de nos droites non-euclidiennes 
se coupent; je dis que tons les cycles improprement Equivalents i MP M' 
seront bOuclfa. Si elles se coupent en eflfet; c'est qiie fes points doubles 
fl^ p et ol', P*" de S et de T~^ ST se croisent. Considtrons un arc quel- 
conque M^M[ improprement Equivalent A MPM'] alors M^ est le trans- 
formE de M^ par S; considErons d'abord les transform es de Tare 
M^M[ par la substitution 5 et ses multiples; ils joindront entre eux les 
transformEs successifs de Af^ par les multiples de S; ils formeront done 
un trait continu qui ira de a en ^. 

Pour la m6me raison les transformis de Tare M^M[ par les substi- 
tutions S" T (oii m est un entier positif ou nEgarif ) formeront un trait 
continu qui ira de a' en fi'; comme les points a, p, a', fi' sont croisEs, 
il faut que ces deux traits continus se coupent, c'est-i-dire que deux des 
transformis de Tare M^ M[ se coupent, c*est-i-dire que le cycle M^ M , soit 
bouclE. c. Q, F. D. 

De meme soient MPM' et NQN* deux arcs reprisentant deux 
cycles fermis. 

Parmi les cycles improprement Equivalents 4 MPM' et N QN* y 
en a-t-il qui ne se coupent pas? Soient S et S, les substiturions qui 
changent M en M\ et N en N\ Soient a et p les points doubles de 
S; ttj et p, les points doubles de S, . Tra?ons les deux droites non-eu- 
clidiennes a p et a, P, , prenons sur ces deux droites deux points quel- 
conques M^ et N^ ; soit M[ le transform^ de Af , par S, et N^ celui de 
JV, par S, ; le point M[ sera sur la droite a p* et le point N[ sur la 
drote a^ p^ . 

ConsidErpns les arcs de droite non-euclidienne M ^ M[ et N, N^ ; ils 
reprEsenteront deux cycles improprement Equivalents A MPM' ct i 
NQN'. 
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Par un raisonnement tout pareil i celui qui pr^c^e, on verrait que 
si ies points doubles a et ^ de 5 ne se croisent pas avec les points 
doubles a^ et P^ de S, , ni avec les points doubles des diverses transfor- 
mies r~* S, r de 5j , les cycles Af , M[ et N^ JST^ ne se coupent pas; et 
que si au contraire a et P se croisent, soit avec a^ et p, , soit avec les 
points doubles de Tune des transformtes T''^S^ T, non-seulement les 
cycles M, M[ et N, N[ se coupent, mais qu*il en est de m&ne de deux 
cycles quelconques improprement Equivalents i MPM' et i NQN'. 

On peut encore presenter la chose sous une autre forme. Supposons 
que le cycle M^M[ ne soit pas boucl6; alors la droite non-euclidienne 
oc^ et ses diverses transformtes ne se coupent pas; ces droites non-eu- 
clidiennes partageront alors la surface du cercle fondamental en une in- 
finite de r^ons. Si le point N appartient i Tune de ces regions et si 
le point N' transform^ de N par S, appartient i une autre rigion, les 
cycles M^M[ et NN' se couperont ainsi que les cycles improprement 
Equivalents; si les deux points N et N' appartiennent i la mfime region, 
ces cycles ne se couperont pas. 

Pla^ons-nous maintenant i un autre point de vue. Envisageons un 
cycle C reprEsentE par un arc MPM'; et tous les transformis de c.t 
arc. Le cycle sera bouclE si deux de ces transformEs se coupent; mais 
s*il existe une intersection de deux transformes, il y en aura une infinite 
qui se dEduiront les unes des autres par les substitutions de G et en 
particulier, il y en aura une d I'intErieur de R^ . 

II suffira done d'envisager les portions de Tare MPM' et de ses 
transforniEs qui sont i Tintcrieur de R^ . Notre cycle sera alors reprE- 
sentE par un certain nombre d'arcs A.B. qui iront d'un point du piri- 
mfetre de R^ 4 un autre point de ce p6rim<itre. 

Quand un point dEcrira sur la surface ferniEe S le cycle fermE C 
tout entier, le point correspondant sur A^^, d6crira successivement les arcs 

A,B,, A^B,, .... A,B,. 

Les points A ci B appartiendront au pErimEtre de R^ , on salt que 
ce perimitre se compose d'un certain nombre de c6tcs conjuguis deux 
k deux; il est clair que les points 5^ et ^^ , jB^ et ^ , . . . , B^^ et A^, 
B^ et A J doivent 5tre conjuguEs. 

Si les arcs A^B. ne se coupent pas entre eux, le cycle n'est pas 
bouclE. 

De mfime, si au lieu d'un cycle, nous en considErons deux ou plu- 
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siears, et si les arcs repr^sentatifs de ces divers cycles ne se coupent 
pas entre eux, ces divers cycles ne se couperont pas entre eux. 

Supposons, pour fixer les id^es, p= 2, Alors le polygene R^ est 
an octogone dont les cdtks cons^cudfs repr^ntent respectivement les 
cycles 

+ c., +c,, -c., -c., +c,, +c^, -c,, -c,, 

cc qui montre d*abord que Ton a entre les 4 cycles fondamentaux 1*6- 
quivalence 

(26) C^ + C,-C,-C,+ C^-{-C^- C,- C, = o, 

puisque le polygone R^ est une aire simplement connexe. 

Soit M un point intirieur i i?^ , N un point situ6 sur un des c6t6s 
de i?^, , et N* le point correspondant sur le cdt6 conjugut. Nous voyons 
tout de suite que le cycle MN' -{- N M est improprement Equivalent 

i 4" ^a si 1^ point N est sur le cdtk -|- C, 



(27) 
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Cela pos6, nous verrons que Tare A. B^ est 6qmvalcnt 4 l*arc A^MB^* par 
consequent notre cycle 

sera &|uiv2dent i 

et par consequent improprement 6qinvalent 4 

Or I'une quelconque des expressions entre parentheses, par exempk 
Af JJ, + A^My est analogue au cycle MN' -^ N M dont nous venons 
de parler. EUe sera done Equivalente i Tun des cycles fondamentaux 
dl C, , dt C, > it C^ J zt C^ et pour savoir auquci de ces cycles, il 
suflSra d'examiner sur quel cdte de R^ se ixouve le point A^ et de se 
report- au tableaa (27). 

Mmd, Ckt. Uaitm, PMUruu, t. XVm (1904)* *-* Sumpftto 11 so gcaiMJo 1904. 
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Nous voyons ainsi que notre cycle C est improprement Equivalent 
i une comlnnaison des cycles fondamentaux et nous avons le moyen de 
determiner cette combinaison. La combinaison ainsi trouvie n'est pas la 
seule i laquelle C soit &}uivalent car nous pouvons transformer Tdqui- 
valence ainsi obtenue en nous servant de Tequivalence (26) qui est la 
seule qui ait lieu entre les cycles fondamentaux. 

Inversement, tomt donn^e une combinaison K qudconque des cycles 
fondamentaux, nous avons le moyen de former un cycle Equivalent re- 
prEsentE par une sErie d'arcs A^B^, ^t^t^ - • • > ^u^n * 

£crivons notre combinaison /T, par exemple sous la forme 

jr= + C. + c. + c. - c, + c, + c, - c- c.- c. 

ou sous une forme analogue; chacun des termes de la combinaison sera 
un des cycles fondamentaux C. affectE du coefficient -|- i ou — i. Uen- 
scmble de deux termes consEcutifs s'appellera une sequence et j'appellerai 
aussi sequence Tensemble du dernier et du premier terme, de sorte qu'ii 
y aura dans notre combinaison autant de sequences que de termes. 

A chaque sequence correspondra un arc A. B- ; le point A^ se trou- 
vera sur le cdtk 

'\' c,,-\- C„- C,,- C„-{- c^,-^ c^,- c^, - c^, 

si le I*' terme de la sequence est respectivement 

^C,,-C,,-C,,-{-C,,-{.C^,-C^,-C^,-\.C^, 
et le point B^ se trouvera sur le c6tE 

- C,,- C,,-{- c,,-\- c,,^ c^,- c^,+ c^,-\- c^, 

si le 2'^ terme de la sequence est respectivement 

Deux arcs A.B^ et Aj^B^ se couperont forcement si les points 
A. B^ St croisent avec les points A^ B^ sur le pErim^tre de R^ . Nous 
dirons alors que les deux s6quences correspondantes sent incompatiblcs. 
Si au contraire ces quatre points ne se croisent pas, nous pourrons tracer 
les deux arcs de fa^on qu'ils ne se rencontrent pas. 

Comment reconnaitrons-nous si deux s6quences sont incompatibies; 
cela ne prEsentera aucune difficult^ si les quatre points A. B^ A^ B^ sont 
sur quatre cdt6s difFErents; Tordre circulaire de ces quatre points sera 
ceiui des quatre c6tEs qui est connu. 

Mais si par exemple A^ et A^ sont sur un m£me c6tE, il faut envisager 
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deux sequences consicurives A^_^ B._^ -j- A^ 5. et -4j_, fij_, -f" -^* ^* • 
Nous voulons que les points -4,_, 5^, et A^_^Bj^_^ d'une part ne se 
croisent pas et que les points A- B^ et A^ B^ d'autre part ne se croisent 
pas non plus. Pour designer un c6t^ sur lequel se trouve un des points 
Ai etc, nous emploierons cette m6me lettre A^. 

Par hypoth^e les points A^ et A^ se trouveront sur un mfime 
c&xk A^Aj^y Qt il en r^sulte que les points 5^^ et fij_, se trouvent 6- 
galement sur un m^me c6ti fi.__j jBj_, conjugui de A^ A^ . 

Cela post, parcourons le pirim^tre de R^ de fa^on i rencontrer 
successivement les cdtis ^^, , fi^, B^^ , A^_^ ; les points A^_^ 5^, et 
A^^^B^^ ne devant pas 6tre croisis, nous rencontrerons 5^, avant 

Parcourons maintenant le pirim^tre de R^ en sens cantraire, quand 
nous parcourrons le c6t6 conjugui A. A^ , nous devrons rencontrer 
A. avant Aj^ , puisque A^ est conjugu6 de £._, , et A^ de 5j_, ; et comme 
les points ^.fi. et A^B^ ne doivent pas 6tre crois^s, nous rencontre- 
rons les c6t6s 5,. , A. A^ et B^ dans Tordre que je viens d'indiquer. 

Done pour que les sequences soient compatibles, il faut que pour 
rencontrer successivement les c6t6s A.^^ , fi^, jBj__, , A^^ ou bien pour 
rencontrer successivement les c6tes B,. , A^ A^ , B^ on doive parcourir 
R^ dans deux sens oppos^. 

Les autres cas douteux se ramtoeraient au pr^c^ent en renversant 
Tun des deux arcs A^ B^ ou Aj^ B^ . 

Cela pos6, un cycle dont toutes les sequences sont compatibles sera 
Equivalent i un cycle non bouclE; un cycle qui aura des s&juences in- 
compatibles ne sera pas Equivalent i un cycle non bouclE, i moins qu'on 
ne puisse faire disparaitre ces sequences par le moyen de TEquivalence (26). 
On reconnaitrait de la mEme maniEre si deux ou plusieurs cycles sont 
Equivalents i des cycles qui ne se coupent pas. 

L'application de ces rEgles nous apprend par exemple que de toutes 
les combinaisons des cycles impairs C, et C^ , les seules qui soient Equi- 
valences i des cycles non bouclEs sont les suivantes : 

c., c,, c,-\-q, c^ + c,. 

Mais pour ce qui va suivre, j'ai besoin de me placer encore i un 
autre point de vue. 

ReprEsentons notre surface par un polygone fuchsien R'^ de la 3* fa- 
mille qui, pour /> = 2, sera limitE extErieurement par un cerde et iat6» 
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rieurement par 3 zutres cercles. Conscriiisoiu les divers tna>form£i de 
K'„ ptr lea substicutioiu du groupe correspoDdant G' ; ils retnpliront cene 
fcni le plan tout eoder, sauf tine infinite de points stnguUers r6panis sur 
li circonference du cerde fondamental 

Un cycle sera encoit reprtsenrt par un arc MM' allant d'un paiiit 
M i Yon de sea transformis M'. 

Mais deox arcs ajrant m£mes extremitis ne rqtfisentcront pas too- 
jours deux cycles iquivalents; U faut en outre que dans I'aire ccnnpfise 
entre ces deux arcs, il n'y ah pas de ptnnt stngulkr. A part cdU, ce que 
iious avons dit pour let polygenes fuchsiens de la i*" famille subnsie. 

Constrdsons les divers transform£s de Tare Af Af' par les substi- 
tutions de G' ; conserrons ensuite les portions de ces transform^ qm 
•ont i rint^rienr do It^; notre cycle se trouvera alors repr£sent^ par 
mw 9M« d'arcs 

A,B,, A^B,, .... A,B, 

allant d*un point du pirimtee de £^ 1 on autre pcnnt de ce pMmitre^ 
et tela que les pc^ts £;_, et ^^ , £, « ^, soient conjuguis. 

Pour qu'un cycle ne soit pas boudi, ou poor que deux cycles ne 
tt coupent pas, la condition c'est que les arcs A^B. qui repr^sentent ce 
OU ces cycles ne te coupent pas; et on te reconnaltia par des oioyeoi 
analogues i ceux que nous venons d'exposer. 

Mus il nous reste une question i truter. t.taat donoi on cycle re- 
pr^sent^ par un certain nombre d'arcs A^B^, i quelle combinaison des 
cycles foadamentauz est-ii Equivalent? 




Pour r6soudre cette question, dierclions i revenir au cas du poly- 
gone de la i^ £unille R„. 



CINQ)UI£mE COlfPL^lCENT X l' ANALYSIS SITUS. 85 

Notre polygene R'^ est limiti ext&ieurement par le cercle -^ A ct 
int6rieurement par le cercle — A conjugui de + ^4 et par les cercles 
-{-B tt — B conjugu6s Fun de Tautre. Je vais chercher i modifier R^ de 
fa^n i le transformer en un polygone R'^ homiomorphe de R^, 

Solent D et JD' deux points conjugu^s sur -\' A tt — A; soient 
E et E' deux points conjuguis sur •-\-B ct — B. Joignons DD\DE^DE' 
par des arcs de courbe qui seront regards comme des coupures. Enve- 
loppons la coupure D E* et le cercle — B par une courbe fermte DMD 
qui en reste trds pen distante. Considdrons la figure DEM comprise 
entre cctte courbe fermte et — £ et sa transformte D" EM' par la 
substitution de G' qui change — 5 en -j- ^- Retranchons du polygone 
^^ la figure DE'M et annexons-lui en revanche la figure D''EM\ 
nous obtiendrons un nouveau polygone R" qui repr^sentera la surface 
fenn£e au mfime titre que R^; ce polygone sera limits extirieurement 
par le cercle + -/i et intirieurement par le cercle — A tt les courbes 
fermdes DMD et D" M' D" ; mais ce polygone i?'^, grAce aux coupures 
DD'y DE, DE', D" E sera devenu simplement connexe; les num^ros 
I, 2, ... , i 8 marques sur la figure indiquent Tordre dans lequel on 
rencontrera les sommets de ce polygone simplement connexe quand on 
en parcourra le p6rim6tre. On voit, par I'ordre de conjugaison des cdtis, 
que ce polygone est hom^omorphe 4 R^ et de telle fa^n qu'aux cdt^ 

8 1, 12, 23, 3 4, ' 4 5, 56, 67, 78 
correspondent les c6t6s de R^ 

+ c„ +c„ -c,, -c., +c, +c,, -c,, -c,. 

£tant ainsi ramen^ au cas de R^ il nous est ais^ d'^noncer la r^le. 

A chacun des arcs A.B^ qui traversent if^, pourront correspondre 
plusieurs arcs analogues traversant R'^ , parce que I'arc primitif pent 6tre 
partag6 en plusieurs tron^ns par les coupures. A chacun des arcs par- 
dels traversant R'^ correspondra, d'apr&s la r^le d^montr^ dans le cas 
de R^f un terme et un seul dans la combinaison de cycles fondamen- 
taux cherchte. A chacun de nos arcs primidfs A^B^ correspondra done 
un ou plusieurs termes de cette combinaison. 

Le premier de ces termes depend de la position du point initial A. ; 
si ce point est sur les cercles 

+ ^, -A, +5, -B, 
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ce premier terme sera respecdvement 

+ c., -c., -c,, +c,. 

Les termes suivants dependent des coupures DD\ DE, DE* suc- 
cessivement rencontr£es par Tare A^B^\ si cec arc rencontre en allant 
de gauche k drdte 

DD\ ou DE^ ou DE, 

les termes correspondants seront respectivement 

et si ces coupures sont rencontrte de droite i gauche, lis seront 

n est done ais£ d'apris cette r^ie de former la combinaison cherchfe. 

Dans tout ce chapitre, je me suis plac£ au point de vue de Tiqui- 
valence impropre; si Ton voukdt d^uire de li des thtortoies analogues 
pour I'^quivalence propre, il suffirait d'observer que toute surface ferm£e 
est homtomorphe i elle-m£me de telle fa^n qu'un point quelconque A 
de cette surface corresponde i un autre point quelconque A' de cette 
m£me surface. 

S5. 

Envisageons en particulier une vari^t^ T i 3 dimensions d^finie 
comme au § 2 ; son squektte se r6duira 4 un simple segment de droite 
le long duquel la variable que nous avons appel^e t variera de o i i. 
Le syst&ne fV(t) se composera d'une variiti unique; cette variiti sera 
une surface fermie ordinaire que nous supposerons bilat^re, qui se re- 
duira i un point pour / = o et dont Tordre de connexion ira sans cesse 
en croissant quand t croitra de o i i et sera 6gal i 2/) -j" ^ P®^^ / = i. 

H risulte de cette d^niiion que la variiti V n'tst pas fertnie. 

lyaprte ce que nous avons vu au § 2, la droite qui forme le sque- 
lette de V sera subdivis^ en tron^ons par certaines valeurs remarquables 
de U 

Soient 

ces valeurs remarquables; ce seront celles pour lesquelles la surface W{i) 
a un point singulier et, d'apr^ nos hypoth^s, celles pour lesquelles 
Tordre de connexion de cette surface augmente de 2 unites. 
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Ainsi W sera i fois connexe pour t compris entre o et /, , 3 fois 
pour / compris entre /, et /,,..., 2 ^ + i fois entre t et t^^^ , . - • , 
et enfin 2/) -f" ^ ^^^^ entre <^ et i. 

La surface W reste homiomorphe i elle-mfime tant que la varia- 
ble t reste sur un mfime tron^on. 

Supposons que nous fassions d^croitre t et que t passe par une des 
valeurs remarquables; il arrive alors comme nous Tavons vu au § 2 
qu'un des cycles C de la surface S se riduit 4 un point; que tous les 
cycles Equivalents 4 C deviennent Equivalents i zEro; et d'autre part que 
tous les cycles qui rencontraient C cessent d*exister. 

C'est ainsi que le nombre des cycles rEellement distincts, et par 
consequent Tordre de connexion se trouve diminuE de deux unites. 

Nous allons maintenant d^finir le cycle K . Pour / r= /^ -}- e , il 
existe sur ff^(t^ + e) un cycle infiniment petit qui se riduit i un point 
pour ^ = K- 

C*est ce cycle que j*appelle K . La surface fV(t) reste homio- 
morpbe i elle-mtee quand t varie de t d t ; [et Ton pent supposer 
que rhomtomorphisme est tel que pour deux valeurs infiniment voisines 
/ et /', les deux pomts correspondants sur fV(t) et fV(t') soient in- 
finiment peu diff6rents Tun de Tautre]. La surface fV(i) reste done 
homtomorpbe d ^(<- + et au cycle K correspond ra sur ff^(f) 
un cycle que j'appellerai encore K^ . Pour difinir K^ sur la surface 
^{1 4" 0> ^ ^xilSii de dire que ce cycle doit diffirer xxhs peu du 
mfime cycle sur la surface 1V(ji — e) ; comme W{f) reste homio- 
morphe i elle-m&ne pour toutes les valeurs de t comprises entre t 
et t^^^y on peut difinir conmie plus haut le cycle K pour ces valeurs 
de /, et ainsi de suite. 

Le cycle K itant ainsi difini, j*arrive d la propri6t6 essentielle, d 
savoir que deux cycles K^ et K^ ne se coupent pas. Soit & > a, et soit 
d'abord / = /^ -j- e ; alors K^ est xxhs petit, et je dis que K^ ne coupe 
pas K^. En effet, d'aprds sa definition le cycle K^ existe encore pour 
^ <C ^p > or j'ai dit que les cycles qui coupent le cycle tr6s petit if ^ dis- 
paraissent quand / devient <C /^ . Faisons varier ^ de /^ d /^^ . Entre 
ces limites toutes les surfaces W{i) sont homtomorphes entre elles et 
comme sur Tune d'elles les cycles K^ et K^ ne se coupent pas, les cy 
des correspondants K^ et ifp ne se couperont sur aucune d'elles. Com- 
me K^ et /T^ ne se coupent pas sur fV(ta^^ — e) , on conclura que 
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tor k sur&ce infiniment roisine 1V{i^^ 4" » ^^ ^^^^ cycles K^ et 
K^ ne se couperont pas non plus ; pour <^, <:^ t <^ t^^ , toutes les sur* 
£3ices W{i) sont homiomorphes et comme sur Tune d'elles les cycles 
K^ et iiTp ne se coupent pas, Us ne se couperont sur aucune d'elles; et 
ainsi de suite. 

Done les cycles K^ et iT^ ne se coupent pas. c q, f. d. 

J'ajoute que le cycle K n'est pas boud^; il ne I'est pas pour 
I = /^ -f- c puisqu'il se r^uit i une courbe fermte tths pecit^ done i 
cause de rhom^omorphisme il ne Test pas pour /. <C ^ <[ ^f^, ; ^ Q^ 
I'est pas pour t = t -{- 1 , parce qu'alors il diff^^e tris peu de ce 
qo'il est poor i = i^^^ — c ; et ainsi de suite. 

Faisons varier t depuis t^ jusqu'i i, le cycle K^ variera d'une bjgoa 
continue; pour ( = /^ il se r^uit i un point et pour I ]> 1^ ik une 
courbe ferm£e unique. H engendrera done une aire simplsment oxineKe 
que j'appelle A^ . 

Deux aires A^ ei A^ n'ont aucun poitU commun; et en efiet s'ils en 
avaient un» ce point appartiendrait i une sur£Ke ff^(t) et sur cette sur- 
&ce aux deux cycles JT^ et iT^ ; or nous venons de voir que oes deux 
cycles ne se coupent pas. 

Disignons encore par B^ Taire partielle engendrie par K^ quand i 
varie depuis t^ jusqn'l l(f <^ i) et qui comme A^ est simplement oon- 
nexe. Nous aliens traitcr K^, A^ et fi, comme des coupures', 4 cet ef- 
fety consid&rons deux cycles K* et K'* infiniment peu difi^rents de JT ; 
nous pouvons supposer que ces deux cycles ne se coupent pas. La por- 
tion xxbs petite de la surface W{t) comprise entre ces deux cycles s'ap- 
pellera S (/). Les deux cycles K*^ et K'*^ engendreront deux aires A^ et 
A" quand t variera de r i i et deux aires B* et B" quand / variera 
de t^ i U 

Cela pos^ retranchons de la surface ferm6e fV{i) les aires xtt& 
petites 

s.(0. s^(t\...,s^{i). 

Aprfes cette operation, la surface resunte W — ^ S^ ne sera plus 
une surface fermie, ellc admettra pour frontifercs les 2p courbes fermte 

Ajoutons ensuite d cette surface les aires 5^ et B^; le rfaultat de 
cette addition sera une surface 



aNQPI^MB COMPLtflCBMT X L' ANALYSIS SITUS. 89 



qui sera ferm^e puisque B' admet K' comme frondire complete et que 
R; admet K'^ . 

Je dis que la surface ^,(0 ^^^ obtenue est simplement connext 
et sans singularity. EUe n'a pas de singularity, parce que ses diffi^rentes 
parties ne se coupent pas et n'ont d'autres points communs que ceux 
des courbes if^' et K*^ qui leur servent de fronti^res. Et en effet, W{{) 
ne pent avoir aucun point cotnmun avec B' ou £", en dehors de K' 
ti K" \ Qi d*autre part comme les aires B^ et B^ ne se coupent pas les 
aires 5' , jB" , 5^ , B^' , etc. n'auront non plus aucun point commun. 

D*autre part, la surface non fermie W — J! ^o ^^^ homiomorphe 
i une aire plane limit6e ext^rieurement par une courbe fermte et int6- 
rieurement par 2p — i autres courbes fermies (cela n'est pas autre 
chose que la representation de la surface W par un polygone fuchsien 
de la 3* famille dont il a ^t^ question plus haut au § 3) ou ce qui re- 
vient au m£me 4 une aire sph^rique, comprenant ce qui reste d'une 
sph^e quand on en a retranch^ 2p petites aires a simplement connexes 
et extMeures les unes aux autres. 

lyun autre cdt6, les 2p aires B* et 5" peuvent fitre consid6r6es 
comme homtemorphes aux 2p aires a; on verra ainsi, en faisant atten- 
tion & la fa^o dont se fait le raccordement, que la surface totale 

est homtomorphe i la sphere euti^re, c'est-d-dire simplement connexe. 

c. Q, F. D. 

Faisons varier main tenant t depuis o jusqu'4 i, et en m£me temps 
imaginons que les cycles K* et K" se rapprochent de K de fa^on i se 
confondre avec K pour /= i. 

Je suppose que les positions successives de K* et de K" n^aient 
aucun point commun, pas plus par consequent que les positions succes- 
sives des aires A' et A" , 5* ou 5^' . Dans ces conditions tout point in- 
tirieur d V (les pomts des aires A^ exceptds) appartiendra i I'une des 
surfaces W^ et d une seule. Les points de la surface limite W{i) ap- 
partiendront d ^,(1). Pour / = i, les aires 5' et 5" se r^duiront k 
A' et A"^ et celles-ci elles-mfimes se riduiront aux aires A puisque pour 
/ = I les cycles K*^ et /ST" se riduisent d K . 

Si nous considirons done un point de A , ce point se trouvera en- 
core W^ (i) mais d ce point de A correspondront deux points de ^,(1), 

Mmi, Cir€. Uaitm. FmUrwu, u XVIU (1904). — > SumpAto il ai geniujo 1904. la 
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Tun de ces points devanc £tre consid£r£ comme appartenant i F^=^A'^et 
rautre i BT; = jf^ . 

Les sorfiices siinpleinent coonexes ff^XO s'emboitant mutueUemem 
engendreront (cf. $ i) one vari^ti simplement coimeze. 

On peut done dire qu'en pradquant dans F les p coupures A^ on 
rend cette vari^ti simplement connexe. Pratiquons ces p coupures, ec 
diformons notre variM de fa^n i toirter les deux iftvres de ces cou- 
pures; la vari£t6 nouvelle U ainsi obtenue sera simplement connexe, li- 
mit^e par une surface simplement connexe H hom£omorphe i une sphere. 
Sur cette surface simplement connexe nous disdnguerons 2p aires sim- 
plement connexes qui seront les deux l^es des p coupures, et que 
j'appeUerai les cicatrices, ces cicatrices seront conjugu^ deux 4 deux. 

A chaque point de U correspondra un point de F et un seul; de 
m£me i chaque point de F correspondra un point de C7 et un seul, 
sauf pour ks pcnnts des aires A^ i chacun desquels correspondront 
deux pcnnts de U situ6s sur deux cicatrices conjugu^es. 

G>nsid£rons deux vari£t£s analogues i U; chacune d'dles sera sim- 
plement connexe, chacune d'elles sera limit^e par une surface simplement 
connexe portant 2p cicatrices simplement connexes conjuguees deux i 
deux et ext^rieures les uues aux autres. II est dair que les deux figures 
ainsi form£es seront homiomorphes entre elles et homtomorphes i la 
figure form^e par une sphere dont la surface porte 2p cicatrices consti- 
tu^ par des pedts cercles extcrieurs les uns aux autres. 

D'oii cette consequence importante: toutcs les varict& engendrtes 
comme F et pour lesquelles le nombre ender appel6 plus haut p est le 
m£me sont hom^omorphes entre elles. 

Supposons que dans Tespace ordinaire on construise une surface 
fermie 2p -{- i fois connexe et sans singularity. Cette surface partagera 
Tespace en deux regions, Tune intcrieure et Tautre exterieure. Soit R la 
region intirieure. C'est une variiti non fermie i 3 dimensions susce- 
ptible de la mfime giniradon que F, Done F est homtomorphe i R 
pourvu que le nombre p soit le m6me. 

Done, si j'appelle divdoppablts les vari^tis non fermies qui sont 
homiomorphes i une portion de Tespaee plan, toutcs Its variitis engen- 
dries comme F sont diveloppables. 

On peut en tirer en passant une consequence; considirons dans 
Tespace ordinaire deux surfaces ferrates 5 et S', Tune et Tautre 2p -{- i 
fois connexes. 
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Soit R le volume intirieure i S, et R' le volume intirieur d 5', 
On sait que les deux surfaces 5 et S' sont homtomorphes; mais Ton 
pourrait se demander s'il en est de meme des deux volumes R et R' 
et au premier abord on pourrait 6tre tenti de r^pondre nigativement i 
cette question. On pourrait se repr^senter les diverses nappes de la sur- 
face S' s'enchevfitrant les unes dans les autres d'une fagon compliqu^e 
et formant des noeuds qu'il serait impossible de dinouer sans sortir de 
I'espace i trois dimensions. Loin de My nous sommes maintenant en ^tat 
de conclure que les deux volumes R et R' sont toujours homtomorphes, 
puisque ces deux volumes peuvent 6tre engendris comme T, et que deux 
variitis engendries comme F sont toujours hom^omorphes. 

J'arrive maintenant i une question importante pour ce qui va suivre. 
Je reprends la variiti F limitte par la surface f^(i), et engendrie par 
la surface fV(f). 

La meme vari^t^ pourrait-elle fitre engendrie par une autre surface 
Jf^'(/), qui comme fV(f) se rMuirait i un point pour / = o, aurait un 
ordre de connexion constamment croissant et finalement se r^duirait k 
W^(i) pour / = I ? II est Evident que V est susceptible d'une infinite 
de manidres d'une pareille giniration. II s'agit de comparer ces divers 
modes de g£n£ration. 

Je d&ignerai par K[, . . . , K' les /> cycles qui jouent dans la nou- 
velle ginteition le m&ne rdle que les cycles iT, , . . , , K dans Tan- 
cienne. 

Quelle relation y a-t-il entre les cycles if et if'? Peut-on choisir 
arbitrairement les cycles K'y et quelles conditions doivent remplir p cycles 
de la surface ^(i) pour pouvoir fitre choisis pour jouer le rdle des 
cycles if'? 

I*' Ces cycles ne doivent pas 6tre boucl6s. 2° lis ne doivent pas 
se couper. 

Mais ce n'est pas tout. Le cycle K , par rapport i la variiii F, 
est Equivalent i z4ro, puisqu*il forme la fronti^re complete de Taire A^ qui 
hit partie de F. Nous aurons done les Equivalences 

(i) /f^ s if, s - . . = if^ s o (mod F) 

et toutes celles qui s'en dEduisent. Je dis que nous n'en aurons pas 
d'autres. 

Je veux dire par li que si nous avons par rapport 4 F une Equi- 
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valencQ de It forme suivaote : 

(2) Cso (mod V), 

C itant UQ cycle de la surface fronti&re ^(i)t que j'appellerai poor 
abr^ger W, nous aurons, par rapport i cOU surface froatiire W une 
Equivalence de la forme 

(5) C-B-«.+p.+«.-^.+^+«, «.+^+«. (mod»a 

oil les a^ sont des cydes quelconques de W et oil les ^^ sont des cycles 
de cette sur&ce tels que 

^^wsmK (mod W), 

m ftant on ender posidf ou n^gadf et K Tun des cycles K^^K^^ ... , K^\ 
ec en effiet si T^uivalence (3) a lieu, on aura a fordori 

CsX(-« + P + «) (mod V) 
0Q9 i cause des Equivalences (i) qui entratnent ^ ^ o ; 

C B X(— « + «) s o (mod F). 

L'Equivalence (2) est done une consequence des Equivalences (i). 

Pour Etablir la proposidon EnoncEe, je suppose que TEquivalence (2) 
ait lieu; elle signifie que le cycle C est la frondEre complEte d'une cer- 
taine aire simplement connexe D simEe dans V. 

Cette aire pourra couper I'aire A suivant une ligne L qui ira d'un 
point de C i un autre point de C, puisque les extrEmitEs de L ne 
peuvent se trouver que sur la frontiEre de A c*est-4-dire sur Wy ou 
puisqu'elles sont sur D, sur rintersection de W et de D, c*est-i-dire 
sur C. L'aire D pourra aussi ne pas couper ^ , ou la couper suivant 
plusieurs lignes disdnctes L . Dans tous les cas les difFErentes lignes L 
ne se couperont pas puisque les diverses aires A ne se coupent pas et 
puisqu'on pent toujours supposer que les aires A Qt D n'ont pas de 
singularitE et dEformer au besoin un pen D de fa<;on que les surfaces 
Z) et ^ ne se touchent pas. 

Chacune des lignes L partage Taire D en deux pardes puisque cette 
aire est simplement connexe. Cette aire D sera done divisEe par les di- 
verses lignes L en un certain nombre d'aires partielles A, , A^ , ... On 
pent parcourir successivement les contours des diverses aires pardelles 
A de la fa^n suivante que je ferai mieux comprendre par un exemple 
que par des expUcadons. 
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Sur la figure le cycle ABCDEFGHNIKLMPA est le cycle 
C; les lignes C£, BF, GK, HI, LP sont les lignes L. 



M_0 




II est clair que le cycle total peut 6tre remplac6 par la somme des 
arcs suivants 

(iABCDE-{-ECBA)'\-(ABCE'^EF'\'FBA) 
y _) ^ABF + FGH-^HNI+IHGFBA) 

(4) 2- — S ^(^ABFGHI+IK+KGFBA)+(ABFGK+KL+LPA) 

'j'(^APL-{-LMP'\'PA). 

On voit en eflfet que le dernier terme de chaque parenth^e est 
d^truit par le premier terme de la parenthdse suivante et qu'en suppri- 
mant les termes ainsi d^truits on retrouve le cycle total C. 

Prenons maintenant Tune de ces parentheses, la troisi^e par ex- 
emple; elle peut s'^crire: 

ABFGH'\-HNIH^HGFBA. 

On voit que le premier et le dernier terme reprisentent un mfime 
arc ABFGH parcouru une fois dans le sens direct, une fois dans le 
sens invers, et que le second terme repr^sente le contour de Tune des 
aires partielles A, 4 savoir de Taire HIN; il en est de m^me pour les 
autres parentheses de ^expression ^ qui peut s'ecrire : 

(^5C+ CD EC— CBA) + (^5 + 5C£F5-f BA) 
y _ . + {ABFGH^HNIH^ HGFBA) 

(5) 2. — ] +(ABFG+ GHIKG+ GFBA) 

-f QABFGKLPA) + (^P '^PLMP + PA). 

Je vais encore modifier le chemin ^. Ce chemin se compose 
d'arcs faisant parde du contour primitif C et d'arcs formes par les lignes 
L^ . Ces demiers arcs se d^truisent comme on Ta vu parce que dans 
Texpresaon (4) le dernier terme de chaque parenthtee est d^truit par 
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le premier de k suivante. Nous pouvons transformer ces demiers arcs; 
nous remplacerons la ligne L par un arc appartenant au cycle K^ et 
zjzat m£mes ezur£mit6s. Cela est possible parce que les deux eztrimit^s 
de la ligne L sont sur le cycle K ; cela est permis d'ailleurs parce que 
ces nouveaux arcs, mis i la place des anciens, se ditruiront comme se 
ditruisaient ks anciens. Et si j'appelle X' ^^ V^^ devient le chemin ^ 
apr6s cette transformation, le cycle primidf C peut done aussi bien £tre 
consid&r£ comme identtque au chemin ^' qu'au chemin ^. 

Ce chemin ^' pourra £tre mis comme ^ sous la forme (5); il 
suffic simplement d'admettre que, dans le second membre de (5), CE 
par exemple reprisente, non la ligne L^ qui a pour eztr£mitis C et £, 
mais Tare du cycle K qui va de C en E. 

L'avantage de cette transformation c'est que tons les points du che- 
min ^' sont sur la surface limite fV, tandis qu'U n'en aurait pas ink 
de m£me de tons les points du chemin ^. 

Revenons i la vari^t^ simplement connexe U d^nie plus hauL. 

Cette variM a pour fronti&re une surface simplement connexe que 
nous avons appdte £r et qui porte 2p cicatrices. Les parties de H 
extirieures aux cicatrices correspondent alors i la surface ^ et les cica- 
trices, comme nous Tavons vu, aux aires A^. 

Un contour ferm£ quelconque Q traci sur cette surface K et re- 
stant en dehors des cicatrices sera Equivalent i z&to par rapport i la 
vari^ti V, en veriu des iquivalences (i). En effet ce contour enveloppera 
un certain nombre de cicatrices; supposons pour fixer les id^s qu'elle 
enveloppe deux cicatrices A^ et A^ . Soit M le point initial et final du 
contour ferm6 j2> soient de mcme M, et Af, les points initiaux et finaux 
des deux contours fermfa K^ et K^ qui servent respectivement de p6ri- 
mtoe aux deux cicatrices A^ et A^, 

Joignons M i Af , et i Af, par deux arcs M Af^ et M Af, ; on aura : 

fi = AfAf, + /f. + Af,Af 4- AfAf, + iir, -f-Af,Af (mod W) 

puisque la partie de la surface H comprise entre les contours Qy K^ et 
K^ appartient 4 cette region de H qui correspond k W. 
Mais en vertu des &]uivalences (i) 

K^ = K^^o (mod F); 

done 

(2 = AfAf,-f Af,Af+AfAf, + Af,Afso (mod V) 

et cela a lieu comme je Tavais annoncE en veriu des iquivalences (i). 
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Or si nous envisageons le second terme de chaque parenth^e 
dans Texpression (5) du chemin ^', ce second terme reprisente sur 
fV un contour fermi; il repr&entera 6galement sur H un contour ferm^; 
cela n'est pas Evident et cela ne serait pas vrai pour un contour fermi 
de fF qui rencontrerait Tun des cycles K ; i chaque point de K^ cor- 
respondent sur U deux points distincts, de telle fagon que quand un 
chemin continu sur fV rencontre K , le chemin correspondant sur U 
saute brusquement d*un de ces deux points d Tautre et devient discon- 
tinu. Mais ici cette circonstance ne pent se presenter puisque le contour 
fermi que nous envisageons ne franchii jamais K et se borne d le 
longer. 

Le second terme de chaque parenth^se, est done Equivalent d zEro 
en vertu des iquivalenus (i). Done il en est de m6me de la parenth^se 
entiere, puisque le premier et le dernier termes se ditruisent. Done il en 
est de m^e du chemin ^' tout entier et par consequent de C. 

Done il n'y a pas d*autre Equivalence entre les cycles de W que 
celles qui sont des cons^uences des Equivalences (i). c. q, f. d. 

Nous pouvons done ajouter une troisi^me condition d celles qui, 
nous Tavons vu, sont n&essaires pour que p cycles de W puissent 6tre 
choisis pour jouer le rdle des cycles K\ 

Le systime des Equivalences 

ne doit pas diffErer du systEme des Equivalences 

de sorte que chacun de ces systEmes doit Etre une consEquence de Tautre. 

Ces trois conditions sont-elles suffisantes ? 

Soient K[y K'^, ... K* p cycles non bouclEs, ne se coupant pas 
mutuellement et tels que Ton ait: 

ir; = iir; = . . . = /ir; = o (mod v). 

L*Equivalence K'^o nous montre qu'il existe une aire A* sim- 
plement connexe et dont la fronriEre complEte est K* . Je dis que Ton 
pent toujours supposer que les diverses aires A' n'ont aucun point 
commun. 

Imaginons en effet que A\ , A\y ... A' ne se coupent pas, mais 
qu'une ou plusieurs de ces q — i aires soit coupEe par A'^ . Soit £". Tin- 
tersecdon de Taire A et de Taire A\\ cette intersection n'aura aucun 
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pomt sur. K'^ , puisque K'^ ne pourrait rencontrer A"- que sur ^^ et par 
cons&juent sur Kl et que K'. ne rencontre pas K'^ par hypothise. Cette 
intersection est done tout endure i Tint^rieur de A'^ ; nous pouvons sup- 
poser que la surface A', n'a pas de singularity, et n'est pas tangente i 
la surface i^ , sans quoi il suflBrait de la d^former l^iremen^ il en 
r£sulte que notre intersection est une courbe sans point double, elle 
doit done se composer de plusieurs courbes ferm^ ne se coupant pas 
mutuellement 

De plus Tintersection de A\ avec A' ne coupera pas celle de A[ a- 
vec A'^ (si t et i sont <^ q) puisque A'- ne coupe pas A[ par I'hypo- 
th^. 

Les diverses intersections £, et f^ se composeront done d'un cer- 
tain nombre de courbes ferm£es n'ayant aucun point commun. Si nous 
envisageons deux de ces courbes, ou bien elles seront ezt6rieures Tune 
i I'autre, ou bien Tune d'elles sera int&rieure i Tautre; ces mots ext£- 
rieur ou int£rieur doivent s'entendre par rapport i I'aire implement 
conneze A'^ . Parmi nos courbes fermto nous ne conserverons que celles 
qui ne sont int^eures i aucune autrq elles seront alors toutes eKt6- 
rieures les unes aux autres. Soit h^ Tune des courbes fermies conservto, 
appartenant i £,. . Cette courbe h^ limitera une portion de Taire simple- 
ment conneze ^ que j'appellerai G^ et qui sera elle-m6me simplement 
connexe; de m&me elle limitera une portion de Taire simplement con- 
nexe A[ que j'appelleroi M^ et qui sera elle-meme simplement connexe. 

Nous pourrons tracer sur A' une courbe fermie h[ i laquelle h^ sera 
int^rieure et qui en difif^rera tr^ peu. Alors h] limitera une portion de 
I'aire A* que j'appeUerai G\ et qui sera simplement connexe; de m£me 
h[ limitera une aire simplement connexe Af ! qui diflfi&rera infiniment peu 
de M. et qui ne coupera pas Taire A[ . 

Formons alors une aire A' en enlevant de A[ toutes les aires G'. et 

q 9 * 

en y ajoutant toutes les aires M'.: 

^; = ^; + lAf;-ZG;. 

On voit que A'' sera conmie A'^ une aire simplement connexe li- 
mitte par K' puisqu'on remplace Taire G[ par une autre aire simplement 
connexe limit6e igalement par h[ . Mais Taire A" ne coupera ni i^, , ni 

Nous pouvons done supposer que les q premidres aires ^' ne se 
coupent pas, et en continuant de la sorte on verrait qu'on pent supposer 
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que deox quelconques des p aires A\ ne se coapent pas. Cest oe que 
nous ferons. 

Uq raisoonement analogue montrerait que les cycles K' n'itant pas 
boucl£s on pent toujours supposer que les aires A* sont des surfaces 
sans courbe double. 

Je me propose maintenant d*6tablir que les cycles K' qui satisfont aux 
trois conditions 6nonc£es peuvent jouer le rdle des cycles K^ c*est-A-dire : 
I® que V pent fttrc engendr6 par une surface W (t) qui se rfeduit i un 
point pour i = o et i W pour < = i, et qui pour ^^ •< ^ < ^,-ki ^^ 
2 J 4" ^ ^^ connexe; 2° que pour ^^ < ^ < ^5+, ^(0 co^P^ les aires 
A\y A\y ... y A suivant une seule courbe ferm^e et ne coupe pas les 
2ircs A^^^ , A^^^ , • • . , A^. 

Je suppose que cela ait 4t6 dfcmontr6 pour une vari6ti F, develop- 
pable, c'est-i-dire hom6omorphe i une portion de I'espace plan ordinaire 
ec limitte par une surface ^p — i fois connexe et je me propose de 
le d^ontrer pour une variit^ V d^veloppable et limits par une surface 
W de connexion %p -j- x. 

Pratiquons dans V la coupure A et d^formons ligirement cette 
smkxk apr& avoir s6par4 les deux l6vres de la coupure, nous obtien- 
drons une nouvelle vari6t6 d^veloppable V^ limitfe par une surface 
2p — I fois connexe, cette surface W^ se composera de deux parries, 
dont Fune correspond i la surface W dans laquelle a kxk prariqu6e la 
coupure K* , et Tautre est formte des deux cicatrices correspondant aux 
deux livres de la coupure. 

Nous pouvons particulariser cette vari6t6 dtveloppable V ^ et cette 
surface W^ de la fa^on suivante. Considfa-ons un point intirieur A V 
ct soit X la plus courte distance de ce point 4 la surface limite W ou 
i la coupure A^ . Les points tels que J > e (e petit) formeront le do- 
maine T, ; les points tek que X = e formeront la surface fV^ ; les points 
tcb que i < e formeront le domaine F — T, . On voit aisiment que 
k surface fF^ est 2p — i fois connexe, et qu'elle est homiomorphc i 
la fronrifere du domaine obtenu en pratiquant dans F la coupure Ap. 

La surface IV^ ne coupera pas Taire A^, et coupera chacune des 
autres aires A'^ suivant un cycle K'^ peu diflFferent de K'^ . Ces cycles 
K'^' ne seront pas boucl&, ils ne se couperont pas mutuellement. De 
plus le cycle K'^ dfecoupera dans Taire simplement connexe A'^ un do- 
maine A^ simplement connexe dont il sera la fronti^re complete. Ce 

Mmad. Cirt, MmUm. Fmltrmw, t. XVIII (1904). — Sumpato il 21 gemutjo 1904. i| 
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AJ esth portion commune de A'^ et de V^; cela montre que 
JIl^ ^ o par rapport i F, . Cela montre que les cycles K" satisfont par 
rapport i F^ aux conditions du thtorteiq or le thfor&me est supposi 
d&nontr£ pour F^ . 

Done F^ pent £tre engendri par une surface fF'(i) qui pour t = o 
se r&luit i un point, pour i = u (pt t < •* < ^^) se r^uit i W^ , 
qui pour t, < t < t^^^ coupe -^',' , A[^ ... ^ A"^ et par consequent 
if^ , ^ , • . . , ^' suivant une seule courbe fermte et ne coupe pas 
-^*.> -^*.>---t^-.> ni par consequent if,^,, iij^,, ..., A^^, ni 
d'aiUeurs ^^, puisque cette aire n'a aucun point commun avec F^ et 
qae les A\ n'ont d'autres points communs avec F^ que ceuz de A" . 

Envisageons maintenant le domaine F — T, limits ext^rieurement 
par la sur£sice ^ qui est a^ -{- i fois connexe et int^rieurement par la 
snr£ue ^, qui est a^ — i fois connexe et qui ne coupe pas Taire 
A'^ laquelle se trouve tout entire i Tint^rieur de T — F, . II est ckur 
que nous pourrons prendre sur A!^ un point M et constriure une sur- 
face W^ tout entidre intirieure iF — F, , admettant ce point Af comme 
pobt conique et n'ayant aucun autre point commun avec A' , puis en- 
gendrer le .domaine F — F^ pair une surface IF' (i) qui pour t z=z u 
se rdduit i ^, ; qui pour u <^i <^t est 2p — i fois connexe^ ne 
coupe pas A'^ et coupe les autres A'^ suivant une seule courbe ferm£q 
qui pour / = / se riduit 4 ^, ; qui pour t^ <^t <^ i tst 2p -^ i fois 
connexe et coupe tons les ^' y compris A' suivant une seule courbe 
fermie; qui enfin pour ^ = i se rMuit i IV ^ . 

Nous voyons que la varieti F pourra Stre engendrie par une sur- 
face fF'(t) satisfaisant i Tinonci du ihior^me; le thfeoreme est done 
d^nontr^ et les trois conditions ^nonc^cs sent non-seulement n&essaires, 
mais suflEsantes. 

D y a plus ; pour dimontrer le dernier thiorime je me suis appuyi 
seulement sur ce fait que les Equivalences K' ^ o sent une consequence 
des Equivalences iiT ^ o et je n'ai pas eu 4 m'appuyer sur le fait in- 
verse, que les Equivalences K ^ o sont une consEquence des Equivalences 
K' ^ o. Done si les cycles K* ne sont pas bouclEs et ne se coupent 
pas mutellement et si les Equivalences K ^ o entrainent les Equivalences 
K' ^ o, inversement les Equivalences K' ^ o entraineront les Equiva- 
lences K ^o, Cest ce qu'on pourrait vErifier directement. 
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Considirons maintenant une variiti F i 3 dimensions dont le sque- 
lette se riduira i un segment de droite le long duquel la variable i 
variera de o 4 i. Le syst^me ff^(t) se composera d'une vari6t^ unique; 
cette vari6t6 sera une surface fermte bilatSre, qui se r&iuira i un point 
pour / = o et pour ^ = i, et dont Tordre de connexion ira en crois- 
sant de / = o 4 / = -J et en dicroissant dc t = ^ k t = i, Notre va- 

rUii V est done fermie. 

Nous aurons ip valeurs remarquables de t^ satisfaisant aux in6- 
galit£s: 

de telle fa^on que, quand / passera de la valeur / — e i la valeur t -j- e, 
la surface W(i) passera de la connexion 2q — i i la connexion 2j -j- i, 
et que quand t passera de la valeur t' — e i la valeur t* -|- s> 1^ sur- 
face W{i) passera de la connexion 2^ -j- i 4 la connexion iq — i. 
La variiti V pourra se decomposer en deux autres V* et V** cor- 

respondanCy la premidre aux valeurs de t comprises entre o et y, la 

seconde aux valeurs de t comprises entre -^ ^ ' • Chacune de ces deux 
vari^t^s partielles repond aux conditions du § pr6c6dent; elle est done 
d^eloppable et c'est la vari6t4 V form6e par leur reunion qu'il s*agit 
maintenant d'itudier. 

Ces deux variitfes V et V" ont pour fronti^e commune la sur- 
face W (y) q^c j'appellerd JT et qui est 2p + i fois connexe. 

Sur cette surface, je puis tracer d*une part les p cycles 

""^x > '"'a > • ' • > ■"'^ 

d^finis par rappon i la vznkxk V comme Tont ^ti dans le § pr6c&lent 
les cycles iT, , ^, , . . . , if^ par rapport i la variit^ F du § pr6c6dent. 
Ces p cycles ne sont pas bouclis et ne se coupent pas. De plus on 
a les Equivalences 

(i) iir; = iir; = . . . = it; = o (mod vy 

D'autre part, sur cette mfime surface W^ je puis tracer les p cycles : 

^\ y ^1 > • • • > *^ p 

d^finis par rapport i V" comme Tout kxk au § pr6c4dent les cycles 
K par rapport i la vari6t6 T du ^ prEcident. 
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Les p cycles R" ne soat [OS boucKs et dc se coupent pa^ et Ton 
a les £qiii valences 
(2) ^; = Jf ■; s . • . =a K; (mod F"), 

Les cycles K' s«roai alors les cycles primpaux de ^' ct les cycle«j 
K" ceux de P*. ' 

Considi^ons maintenitat ua cycle C quelcoaque int^ieur d f; si 
M est un point qudconque de ce cyd^ nous pouvons envisager le poini 
corrtspoodtm N du squelette. Quand le point M dtoira k cycle tout 
eoder, le point N restera sur U droite 1 qui coosiitue le squelette tt J 
ezicuten sur cetce drdte une sirie de mouTcmeats osdlbioires k h suite j 
desquds il reviendra i. son point de dipart. 1 

Soient ^ et £ ks deox positions extrttnes du pomt A'' dans cent J 
oscillaiion. Supposons que le point A soit compris entre f et t et qoe 
le point N partuit de la Tileor 1 — s dtoobse jusqu'i A pour re- 
Venir i la viJenr 1^, — «. Sent H I'arc correspondant du cycle C; sok 
M un pcrint de cet arc £f, il appartieodra i la surface fVQ), 1 ^tant 
compris entre A et t^, — s. Nous sarons que la surface !V(i) reste 
bomiomorphe i rile-mbne quand t nrie de 1^,— ■ i l^-\-t,ei •par con- 
s^neat qouid I varie de t — « i A^ pabque A est plus grand que t , 
Done fF(t) est homioniDrphe 1 ff^(t^, — *)• ^'^ ^'^^ ^^' '^ P''^^ ^ 
W(t — %) qui correspond k M. Quand le point M d^crira Tare £f, 
W point M' d£criia Tare H' situi tout entier sur ^(',^, — *■)• Je dis 
qu'on a Tiqmvalence 

H^H' (mod F). 

Ea efiiet, consid^ons les diff^rentes surfaces fF(t}, oil i a une va- 
leuT interm6diaire entre celle qui correspond au point Af et la valeur 
( — t qui correspond i M'. Consid^rons sur chacune de ces diff£reates 
surfaces qui sent toutes homtomorplies entre elles, le point qui corre- 
spond i M. Ce point engendrera une ligne L ioat les extr6mit& se- 
ront M et M'; quand le point M d^rira Tare H, cette ligne L engen- 
drera une iure simplement connexe qui aura pour fronti^e complete les 
deux arcs H et H'; ce qui d^montre I'^quivalence aDnoQc6e. 

Consldirons nuintenant les deux surfaces fV(t — s) et fF(t ~^y, 
sur la premiere nous avons I'arc H' dont les deux extr^mit^ D et E 
appartiennent i I'arc H et par cons^uent au cycle C; sur la seconde 
nous avons les deux points D' et E', infinimeat voisins de i) et de £ 
et qui appartiennent aussi 1 C, de telle fafon que DD' et EE" xnent 
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deux arcs infiniment petits de ce cycle C. Nous pouvons tracer sur la 
surface fV{i -|- e) ua arc H*' allant dc D' en £' ct infiaiment peu 
different de H'. Ce dernier point m^rite quelque attention. Les deux 
surfaces W(}^^^ — e) et fV{t^^^ -j- n'oi^t pas le mfime ordre de con- 
nexion; il pourrait done se faire bien que ces deux surfaces difiiirent 
tr£s peu Fune de Tautre qu'on ne puisse pas tracer sur Tune un trait 
continu tr^ peu difiF6rent d'un trait condnu trac£ sur I'autre. Si sur 
celle dont la connexion est la plus ^lev^e, on avait un trait continu L pas- 
sant pr& du point singuDer et coupant le cycle qui se r^duit i un point 
pour t = t y on ne pourrait tracer sur Tautre un trait continu trSs 
peu diflF<^rent de L. Par exemple, consid6rons trois surfaces trds peu dif- 
firentes l*une de Tautre; la i*" sera un hyperboloide i une nappe, la 2*** 
un cdne, la 3* un hyperboloide d 2 nappes, le cycle qui se riduit i un 
point est I'ellipse de gorge de Thyperboloide i une nappe. Une gfeniratrice 
rectiligne de Fhyperboloide i une nappe coupera cette ellipse et il sera 
impossible de tracer sur la y surface un trait continu tr^ peu different 
de cecte g6n6ratrice. Mais ici cette difficult^ n'est pas i craindre puisque 
c'cst 1V{i -{- 1) ({\ji 2i h, connexion k plus 61evte. Notre arc H" e- 
xistera done toujours et Ton aura : 

if " = D' D + /f + £F (mod V); 
alors posons 

C= C, + iyD + //+£F 

de telle fa^on que notre cycle C se decompose en deux arcs, le premier 
C, et le second D' Z) + if -}- £ £', ayant tons deux pour extrfanit6s 
D' et £'• Nous aurons: 

C^C^-^H'' (mod F). 

Nous avons ainsi remplac6 le cycle C par un autre cycle Equivalent 
C,4"^"> fl^ jo*^^ d^s mfimes propri6t6s, mais qui en diflfere parce que 
le point reprisentatif N au lieu d'aller jusqu'en A dans ses oscilladons 
ne d^passe plus i^^^ + ^' 

Supposons d'abord que la valeur t = y soit comprise entre les 
points A et B entre lesquels oscille le point N, et que le point A soit 
compris entre t^ et t^^^ , et le point B entre i'^ et t^^^ . Nous pouvons 
par le proc^E que je viens d'exposer remplacer le cycle C par un autre 
od le point N oscillera entre B et le point t^^^ -|- e, ce dernier point 
n'^tant plus compris comme le point A entre i et t , mais bien entre 
t ct t^^^ . Nous pouvons, en d'autres termes, ramener le point A entre 
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une consequence dei iqoinleDces (i) et (a) ou ce qm renent ui mdoae 
des Equivalences (5). c <t f. Sb 

PossMani aion toata les ^ninlences possiUa, il eat oat d'ea dfc- 
duire toutes les ttomobgies sans division possibks; il soffit dlnttcvenir 
rofdre des ttrmes dans les preoiiers membres de oes ^unralences. SoieK 

C,, C„ .... C,, 
les ip cj^iss fondameoctox de la sur&ce W. 

Nous aurODs des homologies de la forme : 

Jf;~'<.c.+»;,c.+ ••• + <,c., (mod in 

ct de la foime 

jr; ~ <, C, + «>u C, H + <,, C,, (mod (F) 

(les ffl' et les m" htxcA des enders) de sorte que aous auroos les ho- 
mologies suivantes diduites des iquivaleoces (3) : 

, , I »;.. C. + <»u C. H (- 1»;^, C ~ o 

^*^ l<.C. + <C.+ ...+<.,C.,~o, (°~"^ 
ec nous u'en aurons pas d'autres. 

IKscucons ces homologies; formons le ditenninant A des enden 
' m' « m". 

Trois cas sont 1 distinguer: 
1° On a 

141 > I. 
Done A est un entier qui n'est ^al ni A o, ni 4 -|- i, ni i — i; 
nous pouvons alors d^duire des homologies (4) sam /aire de division : 

4 Cj (-0 o (i = I, 2, . , . , 2p) 
et en faisant une division : 

Le nombre dt Brm rtlatif aux homologies par division est done 
igal A I. 

Mus on ne pouirait obtenir C^ oj o sans faire de division de sorte 
que les « coefficients de torsion » (Cf. Proceedings of the London Ma- 
themadcal Society, vol. 32, n°' 727-729, page 301) ne sont pas igaux d I. 

2° On a 

|i| = i; 

on en dMrnt alors sans division 

Cj^o. 
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Done dans ce cas, non seukment le nombre de Betti, mais Us coeffi- 
cients de torsion sont igaux it i. 

Le nombre de Betti et les coefficients de torsion sont done les 
m^es que pour une vari6t& simpiement connexe. Cela ne veut pas dire 
comme nous le verrons bientdt, que la vari^t^ V soit simpiement connexe« 

3^ On a 

A = o. 

Des homologies (4) nous ne pouvons plus alors d^duire 

m£me en faisant une division. 

Le nombre de Betti est done plus grand que i. 

n est £gal d 2; si le determinant d s'annule^ mais si tons ses mi- 
neurs du i^ ordre ne s'annulent pas. 

n est igal d ky si le determinant s'annule ainsi que tons ses mi- 
neurs des jfc — 2 premiers ordres, mais si tons les mineurs du k — i* or- 
dre ne s'annulent pas. 

Revenons au cas oii d est 6gal i Jt i- Dans ce cas, on pent se 
demander si la vari^i est simpiement connexe, puisqu*elle a mfime nom- 
bre de Betti et mfimes coefficients de torsion que les variit^s simpie- 
ment connexes. Nous allons voir, et c'est 14 le but principal de ce tra- 
vail, qu'il n'en est pas toujours ainsi, et pour cela nous nous bornerons 
i donner un exemple. 

Supposons que /? = 2, c*est-i-dire que la surface W soit 5 fois 
connexe. Je supposerai de plus que les cycles K[ et K[ sont deux des 
cycles fondamentaux de Wy k savoir : 

^i = ^1 > ^a = ^3 • 

Je reprfeenterai la surface W par un polygone fuchsien R^ de la 
3* famille limits par 4 circonf6rences ne se coupant pas. Pour cela nous 
n'avons qu'i tracer sur la surface W les deux cycles C, et C qui ne 
se coupent pas ; i d^couper la surface le long de ces deux cycles regard^ 
comme des coupures et i la d^velopper ensuite sur un plan. 

Les cycles K'* et K"^ seront reprfaent& alors sur ce plan par un 
certain nombre d'arcs de courbe allant d'un point du pirim^tre du po- 
lygone fuchsien j?^ i un autre point de ce pirimdtre. 

Void 4 quelles conditions sont assujettis ces arcs de courbe: 

i^ Us ne doivent pas se couper mutuellement; c'est 14 la conditaon 
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nteessaire et suffisante pour que les cycles K'l et K^ ne soient pas bou- 
d6s et ne se coupent pas. 

2° Consid&rons alors la sine d'arcs dont Tensemble repr^sente k 
cycle K^l . Ces arcs doiveat £tre parcourus dans un certain ordre et 
chacun d'eux va d'un .certain point initial situi sur le p^rimtoe de R^ i 
an certain point final situ6 igalement sur le pirimitre de R^ . Observons 
que le p&rimtoe de i?^ se compose de 4 cerdes conjuguis deux a deux; 
i chaque point de Tun des cerdes correspond sur le cerde conjugui un 
point que j'appelle le conjugu^ du premier. 

Cela pos£, le point final de chacun des arcs qui repr^ntent K^ ddt 
toe conjugu6 du point initial de I'arc suivant, et le point final du 
arc ddt toe le conjugui du point initial du premier arc. 

De mtoie pour les arcs qui repr6sentent iT^. 




Fig. 4^ 

Void Texplication de la figure: le p6rim<itre de R^ est reprisenti 
par les quatre cercles -^ Ay — A^ -{- B^ — B repr^sentis en trait plein ; 
les cercles -^^ A tt — A sent conjugufe et correspondent 4 K[ = C, ; 
les cercles -^ B ex — B sont conjugu6s et correspondent i /if^ = C^ ; 
les cycles K" et K" sont reprisentis par des arcs de courbe allant d'un 
point 4 Tautre du pirimtoe de R^ . 

Les arcs qui reprfaentent K'l sont en trait plein; ceux qui repr6- 
sentent K" sont en trait pointill6. Une pointe de flcche placce sur le 
trait lui-mfime indique dans quel sens ce trait doit ctre parcouru. 

Les points ou ces arcs coupent les cercles j: ^ et ^t -^ ^^^^ ^^ 
sign&s par des num^ros; ces num^ros nous font connaitre en m£me 
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temps quels sont ceux de ces points qui sont conjugu6s; ainsi le point 
-f- -B5 est conjugu6 de — 5 5, le point + -^5 ^^ — -^5- 

Prfa de chacun des quatre cercles db -^> d: ^ est plac6e une flfiche 
dont voici la signification; quand un point d^crit Tun des cercles dans 
le sens de la fldche, le point conjugu^ doit d^crire le cercle conjugu6 
dans le sens de la fldcbe. 

On vferifie ais&nent qu*en suivant soit +-^> ^^^ — -^f ^^^ ^^ ^^^^ 
de la fl&:he on rencontre successivement 

I, 2, 3, 4, 6, 5, 7 
et qu'en suivant soit -|- B, soit — B dans le sens de la fl^he on ren- 
contre successivement 

i> 5, 2> 3> 4- 
L'ordre de conjugaison de nos points a done ^th convenablement choisi. 
Le cycle K" est alors repr6sent6 par 7 arcs qui se succ6dent dans 
Ford re suivant : 

-{- Ai 4 — A2', '\' Ai i —-^3; 
-f ^3 i —^4; +^4 i +fii; — 5i d +^5; 

— ^5 i +52; —52 i — ^i. 
Le cycle K'[ est reprfesenti par les 5 arcs : 

+ 53 d — B4; +54 d +^6; —^6 d +B5; 

— 55 d +^7; —^7 d —53. 

n est ais£ de voir sur la figure que ces 12 arcs ne se coupent pas; nos 
deux cycles ne sont done pas boucl^s et ne se coupent pas. 

Nous pouvons done construire une variit6 V\ admettant les cycles 
K\ = C, et K[ = Cj pour cycles principaux et une variiti F" admet- 
tant les cycles K" et K[ comnie cycles principaux. La reunion des deux 
variitfes V et F" nous donnera V, 

On s'en rendra mieux compte encore de la fa^n suivante. 

Reprenons notre figure et dicoupons le polygone R^ suivant les 12 
arcs qui reprisentent K" et K""; nous aurons ainsi decompose R^ en • 
10 polygones partiels; recollons ensuite ces polygones les uns aux autres 
en collant chacun des arcs des divers cercles dl -^, ih 5 aux arcs cor- 
respondants du cercle conjugui; par exemple Fare +-^^3. -{-A^i Tare 
— ^3. — A/[\ nous obtiendrons ainsi un nouveau polygone qui au 
m&ne ritre que R^ reprfaeutera. la surface W avec cette diflF6rence que 
les coupures au lieu d'etre faites suivant les cycles K[ et K'^ seront faites 
smvant les cycles K[ et K'^. 
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Lt figure ainsi obtenoe est tout i hit pareille i la figure i, mab 
la significadoQ en est diff&rente. Les cerdes -^ A et -^ A reprtsentent 
Ji^ et non plus K[y ks cerdes -{-B et — B repr^sentent K^; les arcs 
en trait plem i Tint&'ieur de la figure reprisentent K[ et non plos IC[ ; 
les arcs en trait poindll6 reprisentent K[» 
Les points 

±Ai,±A2,± A3, ± A4, ± A6, ± As. ± A7 
reprisentent respecdvement les points 

±Ai,±A2,±A), ±A4, ±Bi, ±Asy ±82. 
Les pomts 

±Bi, ±^5, ±B2, ±B3, ±84 
repr^sentent respecdvement 

±^6, ±B5, ±^7, ±B3, ±B4. 
On ne doit pas s'^tonner de ce signe ± ; les deux points -^ Ai 
et — Ai correspondent en effet i un ni£me point de la surface fF. 

L'idendti des deux figures nous montre que la surface W est ho- 
mtomorphe k elle-m£me de telle fa^on qu'aux cycles 

V tT' IT" V** 

correspondent les cycles 

jrn rrtf trf rrt 

A, , A^ , A,, A^. 

Cherchons i exprimer K[ et Jf" en foncdons des quatre cycles fonda- 
mentaux C, » C, , C, » C^ . Pour cela nous n'avons qu'd appliquer la 
r^le de la fin du § 4, et pour facilicer I'applicadon de cette r^le nous 
avons trac6 en trait mixte — •• — les trois coupures DD\ DEy DE' 
qui figurent dans son ^nonci. 

L'arc + -4 1 — A 2 part de -|- -4 ce qui donne + C^ . 

L*arc -^ Ai — A^ part de + -^ ce qui donne + C^ . 

L'arc + -^ 3 — A 4 part de + ^^ ce qui donne -j- C, 

et rencontre D D* de gauche i droite ce qui donne -f- C, . 

L*arc + A4 + B I part de + -^ ce qui donne + C, 

et rencontre D £ de droite i gauche ce qui donne -|- C, . 

L'arc — Bi -{- As part de — 5 ce qui donne + ^4 • 

L'arc — As '\' Bi part de — ^ ce qui donne — C, 

et rencontre DE' de gauche i droite ce qui donne — C^ — C^-\- C . 

Vzrc — Bi — Ai part de — B ce qui donne -{" ^4 • 

Done: 
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Passons i K'^. 

L'arc + -B 3 — -84 part de + 5 ce qui donne — C^ 

et rencontre DD' de droite i gauche ce qui donne — ^^ + ^^ + C^ . 

L'arc -{--84 + ^6 part de -j- 5 ce qui donne — C^ . 

L'arc — A6 -{- B^ part de — A ct qui donne — C, 

et rencontre D E de gauche i droite ce qui donne — C^ — C^'\' C^, 

Uarc — 5 5 -}- -<4 7 part de — 5 ce qui donne -|- C^ . 

L'arc — A'] — B 3 part de — -4 ce qui donne — C^ . 

Done: 

Nous avons done: 

iir;' = 3C.+ C.+ c,-c^ + c,- c.- c,- c, + 2C, 

if';^ - aC, + C, - C. - C, - C, + aC,- C,. 
Par rapport i V nous avons les Equivalences : 
, . iC^ + C,-C,-C,-\-C^-\-C^-C^- C^so 

^ '^ I if; = it; = o, ir/ = o, iir;'so. 

Les ^uivalences ^,' ^K[^o ou C, ^ C ^ o permettent de sim- 
plifier les autres; I'^uivalence (i) se r^duit i 

C.-C.+ C,-C, = o. 

c'est-i-dire i une identity ; T^uivalence K" ^ o se rWuit d 

(a) 4C. + C,_C.+ C,so 

et r^quivaience iiT^' ^ o se riduit i 

(3) _2C,_C,+ C,-C. = o. 

En r£suni6, il nous reste deux cycles distincts C^ et C^ entre lesquels 
nous n'avons pas d'autre ^uivalence que (12) et (3). 

Si nous transformons ces ^uivalences en homologies, il vient: 

— C, — 2 C, «^ o • 

Le determinant est Egal i — i; nous sommes done dans le cas oix 
A = i i> od le nombre de Betti et les coefficients de torsion sont 
igaux 4 I. Et cependant V n'est pas simplement connexe; car son groupe 
fondamental ne se riduit pas i la substitution identique; en d'autres 
cermes, des ^uivalences (2) et (3) on ne peut d^duire 

C, aa O, C^ s o. 
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Pour le montrer, j'adjoins i (2) et i (3) r^quivalence 

(4) _c.+ C,-C. + C,so, 
d'oil: 

De (2), (3) et (4) on d&luira: 

(— C+C— C-4-Cso, 

(5) ^7 ' r 

( 5C.S0, 3C^ = o. 

Or les reladoQS (5) sont les reladons de structure qui out lieu entre les 
deux substitutions C, et C^ qui engendrent le groupe icosaidrique. On 
ne saurait done en ddduire C, ^ o, C^ ^ o, ni a fortiori d^duire ces 
deux Equivalences de (2) et de (3) seulement 

n y a done deux cycles de V qui ne sont pas Equivalents i zEro; 
done V n'est pas simplement connexe. 

. En d'autres termes, le groupe fondamental de V ne saurait se r£- 
duire i la substitution idendque, puisqu'il eondent comme sous-groupe 
le groupe icosaEdrique. 

n resterait une quesdon i traiter : 

Est-il possible que le groupe fondamental de F se rEduise i la 
subsdtudon idendque, et que pourtant V ne soit pas simplement connexe ? 

En d'autres termes, peut-on tracer les cycles K'[ et K"^ de telle £^on 
qu'ils ne soient pas bouclEs et ne se coupent pas; que les Equivalences 

K[ = K[ = o, K['^K'^ = o 

entrdnent les Equivalences 

C =C =C =C =0 

et que cependant la surface JT ne puisse pas Etre regardEe comme ho- 
mEomorphe i elle-mEme de telle fa^on qu'aux cycles C, , C^, C^, C^ cor- 
respondent les cycles C[ , C,' , C^ , C^ ; que les Equivalences 

entrainent C,'^Cj^o et rEciproquement ; et qu'enfin les Equivalences 

K'; = K'l = o 

entrainent C[^ C'^^o et rEciproquement ? 

Mais cette question nous entrainerait trop loin. 

Paris, 3 novembre 1903. 

H. PoiNCilRi. 



UN TEOREMA SULLE PROJEZIONI ORTOGONALI 

DI DUE SEGMENTI RETTANGOLARI 

E LA SUA APPLICAZIONE IN GEOMETRIA DESCRITTIVA. 

Nota del Prof. F. P. Pate m 6, in Palermo. 



Adunania del lo gennajo 1904. 



n teorema che espongo, pur riguardando una posizione pardcolare 
di segmenti retdlinei fra loro e rispetto ad un piano, non t privo di 
udliti in Geometria descrittiva : sia perch6 quei segmenti piuttosto co- 
munemente si riscontrano nelle figure da rappresentare, ed a quella po- 
sizione fe sempre facile ricondursi ; ma sopratutto perchd esso tende a 
stabilire una miglior dipendenza fra le projezioni di quelle figure, me- 
diante costruzioni talvolta piCi semplici e dirette, da valere, in ogni caso, 
come verifica di altre gii note. 

Ed ecco il teorema: 

« Se la perpendicolare comune a due segmenti rettangolari di luu- 
a ghezze a e b qualsivogliano, d parallela ad un piano, saranno reciproci 
a i due rapporti fra la differenza delle ordinate (dislivelli) rispetto a que- 
a sto, degli estremi di ciascuno di essi (a o fc) con la projezione orto- 
a gonale dell'altro (b o a) su quel piano ; poichd, rispettivamente uguali 
« ai rapporti a:b o b:a de* due segmenti obbiettivi dati ». 

Considerando, infatti, quel piano, p. es. come orizzontale, e rife- 
rendosi ad un altro piano perpendicolare al primo (quindi verticale) e 
scelto in modo che riesca anch'esso parallelo alia perpendicolare comune 
agli anzidetd segmenti: questi e le loro projezioni su due piani risulte- 
ranno perpendicolari alia linea di terra ; e quelle vertical! rispettivamente 
quanto il disUvello d^U estremi di ciascuno di essi dal sudetto piano 
orizzontale. Mentre, com'd cbiaro (dutit 1^ ertogonaliti dei piani di rife- 
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rimento, non che quella dd considerati segmend e la loro scambievok 
giadtura) saranno redprocamente uguali gli angoli di que' segmend con 
qud piani ; e quindi ^uali i rappord di raccordamento, rispetto al s^- 
mento originale, ddla projedone orizzontak (verdcale) ddl'uno e ddla 
projedone verdcale (orizzontale) dell'altro. Epper6 duamando rispetdva- 
mente a\ if' ed a", V le lunghezze delle loro projeaoni orizzontali e 
verdcali d avri 
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rdadve al caso di due segmend rettangolari disposd normalmente alb 
linea di terra, risulta evideote TudHti dd ceorema, spede quanto piii 
semplice & il rapporto fra le loro lunghezze. Giacchi, invece di dedurre 
I'una dall'altra le projedoid di dascuno di essi, mediante le risapute co- 
strudoni, d pu6, pitl fadlmente, ottenere la projedone dell'uno da qudia 
non omonima dell'altro, moldplicando la lunghezza di quest'uldmo pd 
rapporto degli originaU s^mend^ considerati nell*ordine stesso di quelle 
loro projedoni : ci6 che si traduce nel disegno, per mezzo di operadoni 
grafiche, spesso assd semplici. 

Chi se quel segmend non fossero perpendicolari alia linea di terra, 
ma soltanto nella posidone indicata dal teorema rispetto a un dato 
piano, p. es. Torizzontale, basterebbe allora, com'^ owio, sosdtuire nel- 
Tenunciato de* sudetti risultari, alle projezioni verdcali, i dislivelli degli 
estremi di ciascuno di essi, rispetto a quel piano : dislivelli che, com'd 
noto, non cambiano comunque si scelga il piano verdcale. 

Sono, infine, degni di nota i seguend casi pardcolari del teorema, 
che piCi propriamente convengono a talune quisdoni. 

1° Se di quel segmend rettangolari sono eguali in lunghezza le pro- 
jezioni orizzontali (i dislivelli degli estremi di ciascuno di essi) il loro 
valor comune sari medio geometrico fra i dislivelli degli estremi di da- 
scuno di essi (fra le lunghezze delle loro projedoni orizzontali) ; come 
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risulta facendo successivamente a' = b* ed a" = V* nella relazione gii 

a" V 

trovata -77- = i : — r • 
b a 

2° Se i considerati segmenti rettangolari sono d*ugual lunghezza, 
ne viene che il dislivello degli estremi di ciascuno di essi t quanto la 
projezione orizzontale dell'altro ; e se sono inoltre perpendicolari en- 
trambi alia linea di terra^ allora piu semplicemente puo dirsi che : la 
projezione orizzontale (verticale) dell'uno, h quanto quella verticale (oriz- 
zontale) dell'altro. 

3** Le conclusioni del Teorema e de' suoi corollarii non cambiano 
se quel segmenti anzichfe sghembi fossero in un piano (normale, benin- 
teso, ad uno, almeno, de' piani di projezione): essi sarebbero, allora, i 
cateti di un triangolo rettangolo. E se la sua ipotenusa 6 perpendicolare 
ad uno di que' piani, viensi a ricadere, pel 1° caso particolare, nel noto 
teorema d'EucLiDE. 

Ecco, pertanto, un breve cenno sulle applicazioni del Teorema che 
per amor di simmetria ne' risultari, ho preferito riferire ai poliedri re- 
golari, ma che si potrebbero estendere, senz'altro, a tutte quelle figure 
con spigoli o dimcnsioni perpendicolari fra loro o ad un piano che vi 
si considera, giacch^ perpendicolari allora a tutte le sue rette. E sari 
manifesto, nel rappresentarli, che per passare dall'una aU'altra delle loro 
projezioni, invece del consueto raddrizzamento di una faccia o di una 
sezione (metodo, questo, sempre piu laborioso e indiretto) sari molto 
meglio awalersi delle facili relazioni tra le projezioni e i disUvelli (o fra 
le projezioni) di spigoli o diagonal! rettangolari che si riscontrano in 
quel solidi. 

a) Se un tetraedro regolare ^ coUocato in modo, rispetto ai piani 
fondamentali, che I'asse di due spigoli opposti sia parallelo alia linea di 
terra, le sue projezioni ortogonali su quei piani risulteranno eguali (e di 
forma quadrata se gli altri due assi analoghi del poliedro sono rispetti- 
vamente perpendicolari ai sudetti piani di projezione). 

Parimenti eguali riescono le due projezioni di un cubo, che ha quat- 
tro spigoli paralleli alia linea di terra; e cosl quelle di un ottaedro re- 
golare, del quale una sezione quadrata, passante per quattro spigoli, t 
perpendicolare alia linea di terra. 

E se le diagonaU di tale sezione fossero inoltre perpendicolari ri- 
spettivamente ai piani di riferimento, quelle projezioni sarebbero due 

li quadrati coUe loro diagonalL 
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¥) Dalk projezione ortogonale di un cubo sopra un piano, p. es. 
orizzontale, perpendicolare ad una sua diagonale (com'd noto isomecria 
e formata da un esagono r^olare coi suoi raggi) si pu6 subito dedone 
queUa vcracale, awalondosi del rapporto i : f/a tra lo spigolo e la dia- 
gonale di una sua £iccia« Giacchi trovandosi in esso coppie di taU de- 
menti dlsposd come indica il Teorema rispetto al piano orizzontade^ nc 
viene che Taltezsa della projezione verticale (che h d'altronde quanto 
ana diagonale dd poliedro) h anche uguale alia somma de' due s^mensi 

che 9i ottengono moldplicando successivamente per f/a e per -= h lun- 

ghoia del lato di quell'esagono : segmend che risultando perci6 Puno 
doppb ddl'akro, queli'altezza resta divisa m tre pard eguali dalle paial- 
Ide alia linea di terra, su dascuna delle quali cadono le projezioni ver* 
ticaU di tre vertid dd solida 

Ed osservando, ancora, come nell'anzidetta projezione isometrica dd 
enbo, gE spigoli e le diagonali (delle sue facce) non parallde al piano 
di projeadone, vi si projettano ^ualmente lunghe, ne consegue che tale 
comune lunghezza (vedi i** caso pardcolare del Teorema) h media geo- 
metrica fra 7^ ed y^ della diagonale dd solido. Q6 pu6 servire a pas* 
sare, viceversa, dalla sua projezione verdcale (sopra un piano, do^ pa- 
rallelo ad una sua diagonale) a quella isometrica. 

Tenendo presente, inline, che le diagonali delle facce del cubo for- 
mano, come h noto, due eguali tetraedri regolari, nei quali le facce due 
a due rispetdvamente parallele, riescono perpendicolari alia congiungente 
due de' suoi verdci opposd c la dividono in tre segmend uguali ; ne 
consegue che I'altezza di quel tetraedri ne 6 i 7^ : dimensione che do- 
vrebbesi per6 dividere per |^2, qualora gli anzidetd poliedri cubo e te- 
traedro avessero eguali gli spigoli. Ci6 permette di assegnare, indipen* 
dentemente da risapute costruzioni, I'altezza del tetraedro regolare di 
dato spigolo. 

Similmente, nell'ottaedro regolare, siccome ogni congiungente due 
verdci opposd i perpendicolare al piano della sezione quadrata che con- 
vene gli altri quattro verdd, e quindi a ciascuno di quel quattro kd, ed 
t ^:i il rapporto fra quelle dimensioni : si passa fadlmente daUa pro- 
jezione ortogonale del poUedro sopra un piano parallelo a due facce op- 
poste (projezione da considerare, p. es. come orizzontale, e che risulta 
di un esagono regolare coUe sue diagonali minori) a quella verttcak 
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potendo subito assegnarne Taltezza, che i anche quanto la distanza di 
due facce opposte. Giacchd basta perci6 moltiplicare per ^2 k lunghezza 
del lato di quell'esagono, ovvero costruire la media geometrica fra il suo 
laco ed una sua diagonale maggiore. 

c) Projettando, infine, ortogonalmente il dodecaedro e Ticosaedro 
regolari (in ciascuno dei quali sono spigoli sghembi e, nel primo, dia- 
gonali delle facce, fra loro rispctrivamente perpendicolari) sopra un piano 
parallelo (normale) a due facce opposte (alia congiungente due verdci 
opposti) sari, qui, anche piu facile dedurre da talune dimensioni di quelle 
projezioni (da ritenere, p. es., come orizzontali) quelle verticali; giacchfe 
se, per maggior sempliciti, si suppongano due di quegli spigoli (sghembi) 
rettangolari, disposti normalmente alia linea di terra, ne saranno reci- 
procamente uguali le projezioni di nome diverso (vedi 2° caso partico- 
lare del Teorema). 

Pel dodecaedro inoltre si pu6 ancora, altrimenti, dalla sua projezione 
sopra un piano parallelo a due facce opposte o perpendicolare alia con- 
giungente due verdci opposti, dedurre quelle su due piani rispettivamente 
perpendicolari ai primi, riferendosi ad uno dei cubi formati dalle diago- 
nali convenientemente scelte delle sue facce: determinazioni che per al- 
tro si verificberebbero a vicenda con quelle gii indicate. 



Paknno, 10 geonajo 1904. 



F. P. Patern6. 
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SUI GRUPPI DI PUNTI. 

Nota di G. Vitali, in Voghera. 



Adunanza dell'S novcmbre 190). 



Per la teoria dei gruppi di punti di uno spazio S^ sarebbe interes- 
same determinare una quandd corrispondente a ciascun gruppo cbe 
possa avere I'ufficio che la misura ha per le grandezze, in guisa doi 
che alia somma di un numero finito o infinito di grappi distinti corn- 
sponda la quanntd uguale alia somma di quelle corrispondend ai singoli 
gruppi e che alia differenza di due gruppi corrisponda la differenza delle 
quantitd corrispondenti ad essi. Ci6 non fu raggiunto finora e si d per- 
ci6 limitato il problema alia determinazione di una classe dei gruppi di 
puiiti di S^ sulla quale sia possibile in parte o totalmente trasportare la 
teoria della misura. 

Fu Jordan *) il primo che consider^ una classe di tal natura. Ei 
chiamo misurahili i gruppi di tale classe e noi li chiameremo gruppi 
misurabili di Jordan. Jordan ha definito per ogni gruppo di un S^ due 
elementi disrinti cui d;\ i no mi di estensione estenia ed esicnsiofie interna 
del gruppo. Noi diamo qucste definizioni per i gruppi Hneari. Sia G un 
gruppo lineare contcnuto in un intervallo finito (a, b). Dividiamo (a^ b) 
in un numero finito di tratti tutti minori di una grandezza p. Sia 5 la 
somma di quelli tra questi tratd che contengono qualche punto di G 
ed Sj la somma di quelli fra quesd tratti che contengono solo pund di 
G. Col tendere a zero di p le due somme 5 ed 5^ tendono a due li- 
mid 2 e 2. . 



•) Remarques sur Its intigraUs difinits (Journal de Math^matiques, 1892). 
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Questi limid furono chiamad da Jordan coi nomi di estensione 
esterna e di estensione interna del gruppo G. £ manifesto che Testensione 
esterna di un gruppo secondo Jordan coincide coll'estensione del gruppo 
nel senso di Cantor *) e che Testensione interna 6 minore o tutt'al piii 
uguale all'estensione esterna. II Jordan osserva che i gruppi per cui le 
due estensioni sono uguali soddisfano alia condizione che la somma di 
un numero finito o iniinito di essi i un gruppo le cui due estensioni 
sono uguali fra loro ed alia somma di quelle dei singoli gruppi. Questi 
gruppi formano adunque una classe per cui I'estensione ha lo stesso 
ufficio della misura riguardo alia operazione di addizione. Essi sono i 
gruppi misurabili di Jordan. La loro estensione fu detta da Jordan la 
loro misura. Ma se riguardo all'addizione si conservano per questi gruppi 
le proprieti della misura ci6 non awiene riguardo alia sottrazione e non 
sarebbe difficile dare due gruppi misurabili di Jordan di cui la differenza 
non sia piCi un gruppo misurabile di Jordan. 

Pid tardi il Borel **) ci offre una nuova classe di gruppi cui attri- 
buisce ancora il nome di misurabili e che noi chiameremo gruppi mtsu- 
rabUi di Borel. 

n concetto che guida Borel alia ricerca di questa classe i appunto 
quello di volere conservate per essa tutte le proprieti gii accennate della 
misura delle grandezze. 

Linutiamoci sempre ai gruppi lineari. II Borel considera dapprima 
la classe dei gruppi costituiti da tutti i punti di un numero finito o in- 
finito di segmenti, e per dascuno di questi gruppi chiama misura la 
somma delle lunghezze dei diversi segmenti riempiti dai suoi punti. Poi 
osserva che in virtCi di combinazioni di sottrazioni e di addizioni in nu- 
mero finito o infinito di tali gruppi si perviene ad altri ancora. Questi 
nuovi gruppi dovranno secondo Borel essere aggiunti ai precedenti e 
si dovri assumere come loro misura la grandezza che risulta eseguendo 
suUe misure dei gruppi generatori le stesse operazioni eseguite sui detti 
gruppi. L'insieme di tutti questi gruppi 6 la classe dei gruppi misurabili 
di Borel. II Borel osserva che nelle date definizioni non d contenuta 
aiciina contraddizione, ossia che per ciascun gruppo di questa classe la 



*) G. Cantor, Math. Ann., tomo 23, pag. 473. 
^ Lsfons sur la tblorie des fonctions, Paris, 1898. 



grandezza cbe noi abbiarao chiamita misura i determinau in mcxlo 
lauco e si compocu compleumenie come la misura delle gramjezze. 

£ fuori dubbio che la cksse 4d grap[H misunbSt di Jordan noa 
contieae tutta la classe dei gruppi misurabili di BouL, e non si sa se 
qaesta cootenga compietamence quella. 

lo, basandomi sopra un concetto cbe ho introdono in im mio re- 
cente lavoro *), dcfitiir6 ndia Nou preseate ana classe di gnippi che 
meriQ alio stesso titolo di quella di Bokel il nome di clasit di gruppi 
misurabili. 

Qassa classe cm io pervengo contieie tutd i gnippi misurabili di 
BoREL c di JoKDAH ed ha il vaniaggio dt presenarsi in modo moho 
(unmle. 

1. RichJamiamo adnnqne il ccooetto di mtmma tslensttnu X im*^ 
gruppo lineare di punti come fa introdono udla mia nota dtata. 

^ G on gruppo lineare di punti e [X] un gn^po (finiio o nu- 
merabile) di interralU tali cbe due quabiansj di essi oon abbiano punti 
intemi comuni e che i^ni punto di G cada dentro ad uno di es^ Six 
D h somma di tutu i trattt i. Col variare del ^stema [i] potri variare 
h somma D. Sia A il limite inferiore dd nlori di D. La gnmdezza A 
si diri la minima estensiom di G. 

Nella Nota dtata io ho dimostrato che t gruppi rmmerahili hanno 
eslensioiu minima nulla e che I'esUnsione minima di un gruppo cbiuso 
cpinade colla sua esUnsiont nd unso di Cantok. 

2. A fine di semplificare il lingua^o noi diremo cbe un gruppo 
[S] di intervalli i un gruppo di intervalli distinti quando due qualnansi 
di qaesd tram noa hanno punti interoi comuni. EKremo pm ampie(xa 
di un gruppo [S] di intervalli disdnti o no la somma delle lunghezze dei 
singoli intervalli del gruppo. 

Ed ora passiamo a dimostrare il seguente 

Teorema. — Se p] i un sisUma qualunqut mimerabile di miavalU 
esiste stmprt un sisiema [d] di tratti distinti di ampici^a nm superian a 



*) Sulla inUgrabilitit dtiU fanxitm (Semlicoati dd R. iKkuto Lombvdo, Kiie II, 
VOL XXXVII, 1904). 
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qudla del sistema [^] e talc che ogni punto interno ad un iraiio ^ sia in- 
terno ad un tratto d. 

Dim. — Sia p un punto interno ad un tratto S. Esisteranno degli 
intorni di p costituiti di soli punti interni a tratti S. Consideriamo il li- 
mite superiore di tali intorni. Esso sard un tratto d tale che ogni suo 
punto interno ^ interno ad un tratto X, ma nessuno dei suoi estremi 
sari interno ad un tratto S. Se noi consideriamo tutd i tratti diversi di 
tale natura formiamo un sistema [d] numerabile di tratti distinti. 

Ogni tratto S d contenuto completamente in un tratto d e il gruppo 
dei tratti S che sono contenuti in un tratto d ha un^ampiezza non mi- 
nore della lunghezza di questo tratto, perch6 ogni punto interno a d e 
interno ad un tratto S *). Segue subito che I'ampiezza del sistema [d] 
non supera quella del sistema [S] e che perci6 il teorema 6 vero. 

Questo teorema ci permette di considerare I'estensione minima di 
un gruppo come il limite inferiore delle ampiezze dei sistemi di tratti 
distinu o no tali che ogni punto del gruppo sia interno ad uno di essi. 

Si ha poi immediatamente che: 

UesUnsione minima della somma di due gruppi distinti non supera la 
somma delle estensioni minime dei due gruppi. 

3. Teorema. — / punti interni contemporaneamente a due sistemi di 
tratti [S] e [d] costituiscono un sistema di tratti distinti, 

Invero se p ^ un punto interno ad un tratto S e ad un tratto d 
vi sono degli intorni di p che contengono solo punti contemporanea- 
mente interni ad un tratto S e ad un tratto d. Sia e il limite superiore 
di tali intorni. L'insieme di tutti i tratti e fra loro diversi costituiscono 
il sistema di tratti distinti cercato. 

4. Sia G un gruppo lineare qualsiasi e [S] un sistema di tratti in- 
cludcnti ogni punto di G. Se H 6 Testensione minima di G noi pos- 
siamo costruire un sistema [d] di tratti, includenti ogni punto di G, e 
di ampiezza minore di if -j- <y, <y essendo una quantiti positiva piccola 
a piacere. I punti contemporaneamente interni ai due sistemi di tratti 
p] e [i] costituiscono in virtd del teorema precedente un sistema [e] 
di tratti distinti. II sistema [e] includeri ogni punto di G. Inoltre 6 chiaro 



•) Vedi BoREL, I. c, Teorema a pag. 42. 
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che Pampiezza di [c] non supera qaella di [^ e che quindi h minore di 
H-^o. Possiamo quindi condudere che 

In ogni Hstema di tratti includenU un gruppo G k posstbUe inscrivere 
un altro sistema di tratti distinti pure includenie il gruppo G e tale che la 
sua ampie^:^a differisca dalla estensione minima di G per poco quanta si 
vuole. 

In virttl di questo teorema noi possiamo dunque detenninare un 
gruppo numerabile di sistemi di tratti 

p]., m.,...,m 

indudenti il gruppo G, tali che ciascuno sia inscritto nd precedente e 
tali che le loro ampiezze tendauo all'estensione minima dd gruppo. 

Siano ora G ed F due gruppi Uneari le cui estensioni minime siano 
H e £* e sia 

un gruppo di sistemi di tratd indudenti G, ciascuno bscritto nd pre- 
cedente e le cui ampiezze tendono ad if e cosl pure sia 

Ml » Ml » • • • » M« > • • • 
un gruppo di sistemi di tratti indudenti F, ciascuno inscritto nd pre- 
cedente e le cui ampiezze tendono a K. 

I punti contemporaneamente interni ai due sistemi [^], e [J], co- 
stituiranno un sistema di tratti distinti che iiidichercmo con [Cj, . Sia 
Z^ Tampiezza di questo sistema. 

I sistemi 

sono dascuno inscritto nel precedente e perci6 le grandezze Z^ tendono 
ad un limite Z che sari il loro limite inferiore. 

Indicando con H^ e K^ le ampiezze di [S]^ e [d]^ , «^ subito mani- 
festo che il gruppo di punti di G che non sono interni ai tratti [^]^ ha 
un'estensione minima che non supera H^ — Z„ e che il gruppo dei punti 
di F che non sono interni ai tratti [C], ha un'estensione minima che 
non supera K^ — Z^ . Segue senz'altro che Testensione minima di G+F 
non supera 

ossia non supera 

e passando al limite si conclude che Testensione minima fF di G-|-F 
non supera H'\'K — Z. 
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Sia ora [v] un sistema di tratti includente £ + F e di ampiezza 
minore di fF -}-<'• I punti contemporaneamente interni a tratti [v] e 
PL formeranno un sistema di tratti distinti [X]|^ e quelli contempora- 
neamente interni a tratti [v] e [d\ formeranno un sistema di tratti di- 
stinti [d]l . Siano HJ e K^ le ampiezze dei due sistemi [^][ e [d]l . Sari 

I punti contemporaneamente interni a tratti [S]^ e [d]l formeranno 
un sistema [^]^ di tratti distinti e se Z^ 6 Tampiezza di [C]|, sari Z*^^Z^. 
Consideriamo ora un numero finito di tratti di [Sj[, la cui somma sia 
maggiore di /f| — <j e un numero finito di tratti di [d]l la cui somma 
sia maggiore di iTJ — a. I tratti loro comuni sono in numero finito ed 
hanno una somma non superiore a Z|^ e quindi i tratti non comuni 
hanno una somma maggiore di 

ossia maggiore di 
e quindi 

ed anche 

e a maggior ragione 

e al limite, poichd <y 6 piccolo a piacere, 

JV^H+K — Z. 

Ma si i anche dimostrato che 

frZ,H'\'K — Z 
dunque & proprio 

La quandti Z esprime adunque una quantitd indipendente dai gruppi 
di sistemi di tratti che hanno servito a definirla. Essa ^ la difierenza che 
passa fra la somma delle estensioni minime dei due gruppi e Testensione 
minima della somma dei due gruppi. Noi chiameremo Z V allacciamenio 
dei due gruppi G ed F. 

Abbiamo dunque il 

Teorema. — Uestensiom minima della somma di due gruppi i uguale 
alia somma delle estensioni minime dei singoli gruppi dinUnuito / 
ciamento dei gruppi stessi. ^ 

Rmtd. Ckt. Msum. FmUrm; t. XVUI (1904). — Sumptto U 7 ouuno l«r 
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Ed in particokre: 

UesUnsiont mimma ddla somtna di due gruppi distifUi avaUi aUac- 
dametUo nulla i uguale alia somma ddk estensiani mitUfne dei due gruppL 

£ manifesto che: 

UaUauiatnenio di un gruppo G con un gruppo F non i nuti inftr 
riore aU'aUacciamento di G con un sottogruppo di F. 

E piii m generate: 

L'aUacciamenU> di due gruppi non i mai minore delVallaccianunlo di 
due lore sotiogruppi. 

E quindi: 

Se due gruppi hanno nullo VallacdanunU), VesUnsiom minima ddla 
somma di due laro soUogruppi i uguale alia somma delle estensioni nUmnu 
dei laro soUogruppi medesimL 

Interessante h pure il seguente 

Tborema. — Se un gruppo ha con altri due allacciamento nulla, esso 
ha aUauiamento nullo calla laro somma. 

Dim. — ^Infatd se un gruppo A ha allacciamento nullo con altri due 
gruppi e C £ possibile indudere Ay By C m tre sistemi di tratd [S]^, 
PL* [^]c ^ ^^^ ^ ^^^ comuni a [^J^ e [S]^ e quelli comuni a [SJ^ 
e p]^ abbiano somme minori di a, a essendo piccolo a piacere. D si- 
stema p]^ -j- [S]^ includente JS -{- C ha con [S] ^ tratti comuni la cui 
somma 6 minore di 2 c. Segue subito che -4 c 5 + C hanno allacda- 
mento nullo. 

5. Sia G un gruppo lineare di punti contenuto in un intervallo 
finito (ai) e sia F il gruppo dei punti di {ah) che non appartengono 
a G. 

Se G ed F hanno allacciame.ito nullo noi diremo che G i un 
gruppo misurabik, Namralmente poi anche F ^ misurabile. 

Due gruppi misurabili distinii hanno allacciamento nullo. 

Invero se G e G, sono tali gruppi ed (a V) un intervallo finito che 
li contenga, il gruppo G, sari un sottogruppo del gruppo F dei punti 
di {ah) non appartenenti a G. E siccome G ed F hanno allacciamento 
nullo, anche G t G^ avranno allacciamento nullo. 

Segue che: 

Uestensione minima della somma di due gruppi misurabili t uguaU 
alia somma dtlle loro estensioni minime. 
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Abbiamo pure il 

Teorema. — La somma di due gruppi misurabili t un gruppo mi- 
surabiU. 

Invero se A c B sono due gruppi misurabili contenuti in un inter- 
vallo (Uy i) e se C 6 ii gruppo dei rimanenti punti di (a, t) essendo 
A e C due sottogruppi dei gruppi misurabili A e B -^ C avranno al- 
lacciamento uullo. 0)sl pure dicasi di 5 e C. Segue subito in virtu del- 
Tultimo teorema del § precedcnte che A-\~ B q C hanno allacciamento 
nullo. 

Del resto possiamo osservare che indicando con a, p, y le esten- 
sioni minime di A, 5, C e con ^ Tampiezza dell'intero intervallo, I'e- 
stensione minima di ^ -|- ^ ^^^ uguale ad a -j- y ed anche a S — p. 

Segue che a -j- y = X — p ossia y = ^ — (* ~h P)- 

Ma a -}- fi ^ Testensione minima di A-^ B e quindi A-^BqC 
hanno allacciamento nullo. II gruppo -4 -j- 5 ^ dunque misurabile. 

Noi chiameremo misiira di un gruppo misurabile la sua estensione 
minima. Abbiamo dunque che: 

La somma di due gruppi misurabili t un gruppo misurabile ed ha 
per misura la somma delle misure dei due gruppi. 

Vale pure il seguente: 

Se due gruppi A e B sono misurabili e B t sottogruppo di Ay la lore 
differen^a t un gruppo misurabile ed ha per misura la differentia delle lore 
misure. 

O pii brevemente : 

La differentia dei due gruppi misurabili t un gruppo misurabile che 
ha per misura la differentia delle loro misure. 

Sia (ab) un intervallo contenente -4, e C il gruppo dei punti di (ab) 
non appartenend ad A. I gruppi C t B sono mburabili e quindi anche 
C-j-5 i misurabile. £ misurabile dunque anche A-^C — (C-f-5)=^ — B. 
Ora essendo A — B e B misurabili, la loro somma (^A — B)-^ B-= A 
ha per misura la somma delle loro misure e quindi A — B hz per mi- 
sura la differenza delle misure ii A q B. 

£ pure facile vedere che: 

Se A e B sono due gruppi distinti con allacciamento nullo e se il 
gruppo A'\-B t misurabile, anche A e B sono misurabili. 

Sia al solito (a h) un intervallo che contenga tutti i punti ^\ A t 
B, e sia C il gruppo dei punti di (ab) non appartenenti nd 2d A ni 



a B. Essendo A-^-B misurabile, il gruppo A ha coo C allacdamento 
nullOy im per ipotesi A ha anche allacciameato nullo con B e quindi A 
ha allacdamento nullo con B-^ C^ ossia A h misurabile. Lo stesso « 
dka di B. 

6. Tborehu. — Si 

Sana infiniH gruppi di punU tfdsurabUi, ciasmno conittmio nd successho, 
e se 

a2_ % JLJL . • • • • • a2 • • • • 

sono U rispeHiue misure, U gruppo G cosiiiuUo di iuUi i putUi conUnuii in 
qualcufw dei gruppi dati k pure misurabile ed ha per misura it limiU IT 
delle misure di qun gruppi. 

Intanto Testensione minima di G non pu6 essere minore di H per- 
chi non & inferiore a nessun H^. 

Ora i gruppi 

G, , G^ — G^^ G, — G^ > . . . . G, — G^, , . . . 
sono tutd misurabili ed hanno per misura rispetdvamente 

perdd io posso includere G, in un gruppo di tratd [Xj, la cui somma 
sia minore di ff, -f- 'i ^ ^^ generale un gruppo G^ — G^, lo posso 
includere in un sistema di tram [X]^ di ampiezza minore di ff^— f/,_j-|-€,, 
le grandezze 

*i > *i > • • • > ®ii > • • • 

essendo scelte positive e in modo che la somma 

«, + «,+ h«.+ ••• 

sia minore di e, t essendo una quantity piccola a piacere. Con ci6 il 
gruppo G viene incluso in un gruppo 

di tram la cui somma 6 minore di ff-f"*- Segue che I'estensione mi- 
nima di G £ minore di /f-}-e ed essendo e piccolo a piacere s^;ue 
che Testensione minima di G 6 uguale ad H, 

Sia ora {ab) un intervallo di lunghezza D contenente il gruppo G 
ed F il gruppo dei punti di {ab) che non fanno parte di G. Sia inol> 
tre F^ il gruppo dei punti di (jib) che non appartengono a G^. Es- 
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sendo G^ misurabile la misura di F^ 6 uguale z, D — H^, F i conte- 
nuto in F^ e quindi Testensione minima dx F t minore o al piu uguale 
a D — H^. Ci6 per qualunque n. 

Quindi Testensione minima di F ft minore o al piCi eguale a D — H, 
I^altra parte avendo G Testensione minima uguale ad Hy F non pu6 
avere esten^one minima minore di D — if. Ehmque I'estensione minima 
di F h D — He perci6 G t misurabile. c. d. d. 

Si ha pure il 

Teorema. — Se 

sono infintti gruppi di punti nUsurabili, ciascuna contenuto nd precedente, 
e se 

sono It rispettive misure lore, il gruppo F costituito da tutti i punti comiini 
a tutti i gruppi dati t pure misurabile ed ha per misura il limite K delle 
misure di quei gruppi, 

Sia (ab) un intervallo di ampiezza D contenente F, e sia G^ Rn- 
sieme dei punti di (a b) non appartenenti ad F^ ed infine sia G il gruppo 
del punti di (ab) non appartenenti ad F. I gruppi 

sono misurabili ed hanno per misura rispettivamente 

D — K,, D — K^, .... D — K^, ... 

inoicre ogni G^ ft contenuto nel successivo. Segue pel teorema prece- 
dente che G ft misurabile e che ha per misura D — K. Dunque F ft 
misurabile ed ha per misura K. c. d. d. 

7. I gruppi che hanno nulla Testensione minima sono necessaria- 
mente misurabili perchft il loro allacciamento con qualsiasi gruppo e nuUo. 

Ma noi sappiamo che i gruppi numerabili hanno estensione minima 
nulla, dunque: 

/ gruppi numerabili sono misurabili ed hanno misura nulla. 

8. n gruppo di tutti i punti di un segmento ft un gruppo misura- 
bile, quindi, in virtCi del primo teorema del ^ 6, il gruppo di tutti i 
punti di un sistema [S] di segmenti distinti ft pure misurahile. si com*- 
putino o no gli estremi dei segmentL 



Abbiamo perci6 ancbe che : 

// gruppo dei punti inlerni ad un sisUma \i] di traUi distinii t mi- 
surabile. 

Sia ora (_ab) un iDKrvallo fitiito e [<^] uu sbsiema di tratti dtsttnii 
comenuio iu esso. I punti di (ab) che oon sono incerni al sistema [i] 
formano ancora un gruppo misurabile. Ma un gruppo chiuso G si pu6 
sempre pensare come il gruppo dei pUDti di un iniervallo che non sono 
taterni ad un convenieiite sistema di tram. Dunque i gruppi chiusi sono 
misarabili. L'estensione mininta di un gruppo chiuso coincide, come ooi 
sappiamo, coll'estensione del gruppo nel senso di Cantor dunque: 

Vtt gruppo chiuso i misurabile ed ha per misura la sua esknsioM tui 
senso di Caktor. 

9- Le propriety dei gruppi misurabili da noi dtmostraie ai para- 
grafi 5 c 6 uuiie al fatto che i punti di un sistema numerabile di train 
fonnaao un gruppo misurabile d portano a concludere che tuiti i gruppi 
misufabili di Borel sono misurabili anche nd nostro senso. 

Se noi poi osscrviamo che 1 gruppi misurabili di Jordan coostaao 
di un gruppo rincliiudibile e del gruppo del punti di un ststema numc- 
rabite di tratti possiamo condudere che anche i gruppi toisurabili di 
Jordan sono misurabili nel nostro senso. Ci6 appunto io avevo enuo- 
ciato oell'introduaone "). 

Voghera, 5 novembie 190). 



*) n presente bvoro en gii in corso di stampa quando mi fu segniUta dal 
cb.™" Prof. S, PiKCHERLB la Nota Sur utu giniraliiatuiH it Vintigrali difinu, par 
M. H. Lebesgue, pubblicata nei Coniptes Rendus des stances de I'Acadtiiiie des 
Sciences de Paris, t. Ij3, p. loij (a. 1901), nella quale si accenna ai concetti qui tnt- 
tad. II sig. Lebesgue fa uso di quests concetti per la costnuione deile primitive ddle 
funnoni derivale che cod sono integrabilL 



I GRUPPI ABELIANI, LA CUI BASE E FORMATA DI UNA 
DI DUE SOSTITUZIONI GENERATRICI, E LA TOTALITA 
DEI LORO SOTTOGRUPPL 

Nota di Rosario Magna, in Palermo. 



Adunanza del 27 dicembre 190} . 



£ noto che un gruppo Abeliano possiede sottogruppi i cui ordini 
sono uguali a tutti i divisori deU'ordine del gruppo, ed t noto altresi 
che per un gruppo Abeliano si pu6 risolvere Timportante problema di 
trovame tutti i sottogruppi. 

n Weber nella sua pregevole opera Lehrbuch der Algebra espone 
il metodo generale di tale ricerca, fondato sul caratterc dei gruppi {Grup- 
pencharaktcre) e ne fa applicazione al caso in cui si tratta del prodotto 
di due operazioni, ciascuna dell'ordine p (p numero primo). 

n sig. BuRNSiDE, nel suo ottimo libro Theory of groups of finite 
order si occupa anch'egli della risoluzione del problema e trova Tespres- 
sione del numero totale dei sottogruppi di un prodotto di un numero 
qualunque di operazioni, ciascuna dell'ordine p {p numero primo). 

Dato intanto un gruppo Abeliano,. sappiamo che si puo di esso 
trovare una base tale, che i periodi delle rispettive sostituzioni genera- 
trici siano divisori ciascuno del precedente od uguali a questo. Limitan- 
domi per ora a considerare il caso in cui tale base sia formata di due 
sostitu^oni generatrici, mi propongo in questa nota di mostrare come 
si possanOy con un metodo diretto, e senza fare uso del carattere dei 
gruppi, costruire eflfettivamente tutti i sottogruppi del gruppo dato. 

Per uniformiti di metodo, comincer6 dal considerare il caso in cui 
la base sia formata di una sostituzione generatrice, il che si riduce a 
trovare tutd i sottogruppi d'un gruppo ciclico qualunque. 
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I. 

U gruppo ciclico e i suoi sottogruppi. 

I. Sia 5 una sosdtuzione qualunque d'ordine fi e sia /f il gruppo 
delle n sosdtuzioni : 

Nella successione finita dei numeri 

(2) I, 2, 3, ..,, n, 

ve ne saranno 9 («) primi con n ; dei numeri rimanenti, alcuni sono 
divisori di w, gli altri avranno per massinio divisore comune con n uno 
di questi divisori. 
Se 

^i > ^2 > ^j > • • • > ^j 

indicano dunque i d divisori di n, che supporremo disposri per ordine 
di grandezza crescente, in modo che si ha 

i numeri della successione (2) possiamo distribuirli in d sistemi, che 
chiameremo 

(«.). («J, (8,),-.-,(ej. 

comprendendo in ciascun sistema (6.) i numeri della successione (2), 
il cui massimo divisore comune con n 6 6. . £ evidente che il piili pic- 
colo dei numeri componenti il sistema (6.) 6 6. ; in (OJ il piCl piccolo 
numero 6 i ; il sistema (6j) si compone del solo numero «. 

Indicando con S^. Tinsieme delle sostituzioni della successione (i), 
i cui esponenti sono compresi nel sistema (6.), possiamo distribuire le 
sostituzioni (i) nei d sistemi : 

Tutte le sostituzioni comprese in un sistema qualunque So- sono, 
come si sa, deU'ordme -^ , e rispetto ad esse si possono dimostrare i 

i 

teoremi seguenti : 

Teorema L — Le sostituTJoni di un medesimo sistema Ss,- , con le 
lore successive poten^, daranno luogOy indipendentemenie dalVordine, alle 
medesime sostitu:i^ioni. 

Consideriamo infatti la sostituzione S^', ^^^ ^^ P^^^ ^^ sistema 
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Sd. , e un'altra sostituzione qualunque S* , che appanenga al medesimo 
sfstema. Chiamando q il quoto di a diviso per 6 . , si ha a = qf 6 . . 

Le due sostituzioni S^» ed 5*®» , con le loro successive potenze, da- 
ratino luogo ai due gruppi : 

Cs^ 5'^* , s*'^» , s''^» , . . . , s^^r^y^ , 5"' = I . 

Ora essendo 0. il massimo comun divisore di a e di n, sari q 
Primo con -r- , e per6 i numeri 

per un noto teorema della teoria dei nutneri, sono congruenti, rispeno 

al modulo -^ e indipendentemente dall'ordine, coi numeri 

% 

n 

If ^f 3> • • • > "s ^ > 
quindi i numeri 

saranno congruenti agli altri 

«., 2e<, 30.. •••, ("T-O^" 

dod i due gruppi (4) e (5) sono idendci. 

Indicando con //e. il gruppo ciclico d'ordine -x-, generato da una 

sostituzione qualunque del sistema 5e,- , t chiaro che con le sostituzioni 
della successione (i) possiamo formare i gruppi 

(6) i/e, , i/e^ , i/e^ , . . • , fle^ , 

i cui ordini indicheremo con r, , r, , r^ , . . • , r^ , essendo 

_n_ n 

^i — ^9 ^1 — Q > ^y — "Z" > • • • > ''e — ^ > 

e per conseguenza 

Teorema n. — Qualunque gruppo ddl'ardinc — "^m gucUo 

guneraio da S^* • 

Mmi Grt. MaUm. ftUmat, u XVm (1964). •* 
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Siano in&td le -g- sosdtuzioQi 

P. 
(7) 5^S 5^, S^S -.-, S^i 

k quaE formino un gruppo. 

Elevando ciascuna di queste sostituziom a pocenza di grado -^ , 
SI avrl: 

e poichd S" = I , sari ciascuna delle ^ muldpla di 6^ . 
PoQcndo dunque 

Pi = *i*.> P. = K^i > • • • > ?«. = *•.•*•> 

ove ii^i 9 ii^s > • • • » K ^i^^ ^ numeri interi diversi fra di loro, il gruppo 
(7) P^ scriversi: 

Ma le sole potenze disdnce di S^* sono quelle comprese nella suc- 
cessione (if), quindi k^, k^y ... y kn^^ indipendentemente dall'ordine, 

sono congruend, nspetto al modulo n, coi numeri 

n 
^> ^9 3> • • • > "5~ 

e per6 il gruppo (7) coincide col gruppo (4). 

Da quanto precede si conclude clie i gruppi ciclici (6) sono i soli 
che si possono formare con le sostituzioni della successione (i). 

Teorema in. — Se Vordiut r^ del soliogruppo ciclico H^^ t un divi- 
sore delVordim r^ del soliogruppo i/oy > H g^^PP*^ Hq^ t compreso in H^ . 

Sia 

r^ = k.r^, cio6 -p = i . -jp ; 
sari 

e per6 

II gruppo //oy generato da S^^ contiene dunque la sosdtuzione SV 
e per6 condene il gruppo H^^ generato da S^^ . 

£ chiaro che se r^^ ed r^ hanno un massimo comun divisore r^ di- 
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verso dall'uniti, i gruppi H^^ ed H^^ avranno in comune le sostituzioni 
del gnippo H^„. 

Ne scgae cbe se Tordine n di H h h potenza p* di un numero 
primo p, si hanno in tutto i v -}- i gruppi 

dascuno dei quali, come del resto si sa pel teorema di Sylow, h coa- 
tenuto in queUo che precede ; e se Tordine n si presenta della forma 

n = Pt' Pi' • " P'^ , 

^^^ P« > Pa > ' " f p¥ s^^o dei numeri primi ineguali, il numero totale 
dei gruppi che si possono formare, compresi il gruppo H e Puniti, 6 
espresso da 

Di essi i v gruppi 

sono invariand massimi in if e ne sono i soli ; e il loro sottogruppo 
comune d Hp^p^,..p^ , cosicch6 di H si possono solamente ottenere v serie 
di composizione diverse, per le quali si rende evidente il teorema di 
Jordan. 

n. 

Prodotto di due gruppi ciclici e suoi sottogruppL 

2. Siano if, H' due gruppi ciclici d^ordine «, n' le cui sostituzioni 
generatrici indicheremo con S e T. Supponiamo che S e T siano indi- 
pendenti, cio^ che i due gruppi H, H* non abbiano, tranne I'uniti, 
alcuna sostituzione in comune ; cosicch^ nessuna sostituzione della forma 
5* P pu6 essere uguale ad i, se non si abbia separatamente 

5'=i, r = i; 

ammettiamo inoltre che le sostituzioni di if e if ' siano due a due per- 
mutabili fra loro. 

Formando il prodotto HH\ che indicheremo con G, si sa che si 
ottiene un gruppo dell'ordine nn! del quale H, H' q i loro sottogruppi 
sono sottogruppi invarianti. 

Ci proponiamo di trovare tutti i sottogruppi ciclici e non ciclici di G. 

Distingueremo diversi casi: i^ quando it ed n' scmo d 
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fra loro; 2^ quando n ed n' sono nuxneri primi uguali; 3^ quando n 
ed n' sono numeri qualunque uguali fra loro ; 4^ quando n edn' sono 
Pono multiplo deU'altro. 

Per dascuno di quesd caai cercheremo, quando esistano, prima i 
gruppi ddid e poi quelli noo ddid. 

S I.— RIoeroa del gruppi oiollol. 

i^ Caso. 
nedn* numeri primi fra loro. 

3. Questo caso potrebbe omectersi, percbd di luogo a risultaii gii 
noti. — Si sa infatd che se un numero intero m t 'd prodotto dd nu- 
meri primi fra bro (jl e v, le m radid m*"^ di i si possono ottenere 
moldplicando una qualunque delle (a radici (i**^ di i per una qualunque 
delle V radid v*"™* . Nondinieno considerer6 ancbe questo caso, per 
moscrare come esso sia conseguenza dei risultad precedend. 

Poichi S e T sono rispetdvamente degli ordini n, n' il prodotto 
ST= U sari dell'ordine n n'; il gruppo G coincideri quindi col gruppo 
ddico generato dalla U. 

Se 

(8) />,>/>>>•••> Pi 

indicano tutu i divisori di n^ compresa I'uniti e il numero n, e simit 
mente 

(9) ?. > ?a > • • • > ?/ 

indicano tutri i divisori di n\ i chiaro che tutd i divisori di n n' saranno 
in numero di ij e si otterranno moldplicando i numeri della successione 
(8) per quelli della (9). 

Essendo G un gruppo dclico, esisterd in esso un sottogruppo d'or- 
dine eguale a ciascun divisore di fin' e ne esisteri uno solo; e per6 
se il divisore di nn' t un numero della successione (8), il sottogriq>po 
corrispondente di G coincideri col sottogruppo dello stesso ordine di H; 
lo stesso vale se il divisore che si considera appartiene alia successione (9). 

Se poi il divisore che si considera £ un prodotto della forma p^q^^ 
il sottogruppo corrispondente di G coincideri col prodotto dei sotto- 
gruppi di if ed /f ' corrispondend ai divisori pr ^ q,» 
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Si conclude pertanto che se 

(10) H^ = H, H^y H^y ... y H.zzzi 

indicano tutti i sottogruppi di Hy compresi lo stesso gruppo e runiti, e 

(11) H' = H', H[, H;,...,H'.= i 

quelli corrispondenti di H\ tutd i sottogruppi di G si otterranno molti- 
plicando i gruppi deila successione (lo) per quelli della (ii). Essi sono 
tutd dei gruppi ciclici, le cui sosmuzioni generatrici sono della forma 

Questa propried si pu6 evidentemente estendere al caso in cui, invece 
di due gruppi Hy H', sia dato un numero qualunque di gruppi ; cosicch^ 
si ha il teorema: 

// prodoiio di piii gruppi ciclici iiT, , ff^ , . . . , H fra loro indipen- 
denti, nell'ipoUsi che i loro ordini rispeUivi n^^ n^, . . . , n siano primi fra 
loro dtu a due e che U loro sostituxioni siano due a due permutabiliy t un 
gruppo ciclico delVordine n^n^ . . . n y i cui sottogruppi sono anch'essi 
dei gruppi ciclici, i quali si otterranno moltiplicando i sottogruppi di i/, 
(compresi H^ e Vuniti) per quelli di H^ y i prodotti ottenuti per quelli di 
H^ e cosi via di seguito. 

2** Caso. 

nz=:n'z=zp (p numero primo\ 

4. n gruppo G, essendo dell*ordine p^ , non pu6 avere che sotto- 
gruppi deirordine p. 

Consideriamo ie /) -}- i sosdtuzioni : 

(12) S, r, STy Sr, ST'y ...y ST^'y 

le quali evidentemente sono disdnte fra loro. 

Siccome S e T sono dell'ordine p, tutte le potenze di queste sosri- 
tuaoni sono dell'ordine p e saranno quindi di quest'ordine le altre so- 
sdtuzioni delk successione (12). Se dunque formiamo i gruppi ciclici 
generad da ciascuna di esse, otterremo p -j- i gruppi tutti dell'ordine p. 
Qaesd gruppi non hanno, eccetto Tuniti, alcuna sosdtuzione comune. 
Infatd supponiamo, se & possibile, che la potenza di grade q(f ^ ^^ 
di una sosdtuzione qualunque SP sia eguale alia poteo 
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■< p) di uii'altra sosntuziooe S T'', supponjamo cioi die sia 
Si'P' — S^'V''. 
S e T indipendend, si avri : 

idetido i due roeiubri dclla coograeDza per q, clie i primo cod p, 
M tu: 

d essendo / ed /' minori di p, sari 

; ^ /' . 
; ie due sostinizioni ST' , S T'' sono idenriche. 
tre non poteado evidcntemenie essere 

S* r" = r»' owero S'T'> = S>', 
P -f- I gruppi cidici sono rutti disrinti c U numero < 
te \a essi conceiiutt:, lenendo presentc che la sostituzioDe 
^ a tutti, sari uguale a 

i] che mostra che con le sosutuzioni del ^ -|- i gruppi cidici, si esauri- 
scono cutte Ie p' sostituzioni del gruppo G. 

Ora ammettiamo che esista, oltre ai precedent!, un sottogruppo r 
di G; esso sari necessariamente dell'ordine p e quindi coindderi col 
gruppo ciclico geaerato da una ddle sue sostituzioni ; ma non esistono 
sostituzioni all'infuori di quelle contenute nei p-\- 1 gruppi dclid di 
gii otteDuti, quindi r coindderi con uno di questi. 

Si conclude che in queslo caso it gruppo G ammette p-\- t sottogruppi 
ciclici deU'ordiru p, i quali hanno per soslitu:(ioni generalrici le sostiiu^iotd 
della successione (12). 

Questo teorema si pu6 estendere a) caso in cui i gruppi ciclid dad 
siano in nuoiero qualunque 

Siano infatd v gruppi clchci 

ciascuno dell'ordine p (p numero primo), le cui sostituzioni generatrid 
indicheremo con 

S., 5.. ..., S,. 
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Formiamo le sosdtuzioni disdnte 

/»— I 

(13) SX'S'^i ...SI*; S,S;j . . . Si' ; . . . ; S,_. S^ , S, , 

dove dascuno degli esponenti i, ;, . . . , / puo assumere successivamente 
i p valori o, i, 2, ...,/> — i. 

Formando di ciascuna sostituzione il gruppo ciclico, si pu6, con 

ragionamento analogo al precedente, dimostrare che i ^— — gruppi 

ciclici d*ordine p che cosl si ottengono sono tutti distinti fra loro e non 
hanno in comune, due a due, che ia sola sostituzione i ; cosicchd il 
numero tocale delle sostituzioni distinte contenute nei detti gruppi sari di 

' P—- h I =P y 

p — i^ p — i * ^ 

e per6 con i gruppi si esauriscono tutte le sostituzioni del pro- 

dotto dei gruppi dati. Siccome qualunque altro sottogruppo dell'ordine 

p coincide con uno di quelli ottenuti, cosi resta dimostrato il teorema : 

// prodotto di v gruppi ciclici permutabili e indiptndcnii, tutti delVor- 

dine p (p numero primo) ammettono sottogruppi ciclici delVordine 

p^ le cut sostitu:^ioni generatrici sono quelle delta successione (13). 

f Caso. 

fi = «' (n numero intero qualunque), 

5. — In questo caso G non 6 gruppo ciclico, perch^ il suo ordine 
h n* , mentre qualunque sostituzione in esso contenuta o 6 dell'ordine 
n o ha per ordine un divisore di n, Dei sottogruppi di G alcuni sono 
dclici, altri no : noi ci proponiamo in questo paragrafo di trovare i soli 
sottogruppi ciclici. 

Indicando con r un divisore qualunque di n(r^n), 6 chiaro che 
un sottogruppo ciclico di quest'ordine deriva dalle successive potenze 
d'una sostituzione d'ordine r ; cosicch6 se 5* P indica una tale sostitu- 
zione (nella quale non si esclude che sia i = o ovvero ; = o) nel gruppo 
da essa generato si troveranno tutte le potenze di S* composte con 
quelle di P; e poichS dev*essere 

(S'y=i, (rO'=i, 
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le sosdtuzioni con le quali si compone il gruppo cercato d'ordine r sono 
comprese nei due gruppi : 

(14) £7, [/% U\ ..., U'—i 

(15) f. y\ ^^..., ^' = 1 

ove 

Si tratta quindi di vedere in quanti modi disdnti si possono combinare 
le 2r sosdtuzioni precedenn, perch^ si ottenga una sosdtuzione d'or- 
dine r. 

Disdngueremo due casi; quando r & un numero prime e quando 
non lo t. 

1° Se r ^ un numero primo, abbiamo gii dimostrato che esistono 
r -}- I sottogruppi d'ordine r, le cui sosdtuzioni generatrici sono : 

2° Se r non h numero primo e indichiamo con 

• • • 

*i > ^a > • • • > \{r) 

i numeri della successione 

I, 2, . . . , r 

primi con r, che supponiamo disposd per ordine di grandezza crescente, 
cosicch^ ^ = i> le sosdtuzioni 

(16) [7, U'- , C/'3 , . . . , £7^<'> 

(17) V, V\ V\ .... FW 

sono le sole sosdtuzioni delle successioni (14) e (15), i cui period! sono 
tutti uguali ad r, mentre le altre sosdtuzioni sono di ordine inferiore. 
Evidentemente i gruppi ciclici generati dalle sosdtuzioni 

(18) c/r*, c/'-r*, ••., [7WF* 

ovvero da 

(X9) Ft/*, r»t/% ..., F^(^)C7% 

ove a pu6 assumere successivamente i valori i, 2, ..., r, saranno tutd 
dell'ordine r. 

Per6 quesd gruppi non sono tutd disdnti fra loro ; si pu6 aim 
dimostrare che il gruppo generate da una qualunque delle (18) owero 
(19) coincide con uno di quelli generad dalle sosdmzioni della forma 

UV^ owero VIP. 
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Scelta infatd una sostituzione qualunque della forma 

ove i t un numero prime con r ed ; un uumero arbitrario della suc- 
cessione i, 2, . . . , r, una sua potenza qualunque di grado q sari espressa 
da 

e poichi i h primo con r, esisteri un certo valore q<ir per il quale 
si ha: 

qi^i (mod r). 

Fra le potenze di U*F^ ve ne sari dunque una della forma 

e per6 il gruppo d*ordine r generato da U'V^ coincideri con quello 
del medesimo ordine generato dz U F^ , 

Potendosi dire lo stesso delle sosdtuzioni della successione (i9)» 
ne s^ue che delle sosrituzioni (i8) e (19) basta conservare le UV^ 
VU"", cio6 

(20) UV, [7P, UV\ .... UV'=U 

(21) VU, VU\ VU\ ...,VU'=V. 

Formando le r successive potenze di ciascuna delle (20), si otten- 
gono r gruppi ciclici tutti distind fra loro. Si consideri infatti una so- 
sdtuzione qualunque UV t formiamo di essa le successive potenze. 
Perch6 il gruppo generato da UV coincida con quello generato da 
un*altra sostituzione UV^ ^ h necessario che fra le potenze di UV^ ve 
ne sia una q(q <Cir) eguale ad U V^ . 

Supponiamo dunque, se t possibile, che si abbia 

Essendo le sostituzioni U^ Vy per ipotesi, indipendenti, sari 

q=i } 

. / (mod r); 

e poicb^ q, i ti j sono minori di r, sari 

doi le due sostituzioni UV^ ed UV^ sono identiche. 

Si conclude che gli r gruppi ciclici generati dalle (20) sono tutti 
disdnti fra loro. 

RmU. Cir€, iUtmrn. PsUrw$9, X, XVIII (1904). ~ Sumpato 1*8 miirxo 1904. 18 



_ Lo scesso si potrebbe dire dd gnippi cicUd generari dalle (21), co- 

hi resta a vedere se quest'ulami coinddono in totaliti o in pule 

quelli generari dalle (20), 

Consideriamo pertanto una sostituzione qualunque F V' e formianjoi 

li essa le successive potenze 

''22) yu-, y'U'\ y>u", ..., V'U"=i; 

rcb^ questo gruppo coindda con uno di quelli generari dalle 
uuni (20), & aecessario che fra Ic (22) (iguri tale sosricuzione. 
Poniamo 

ovri essere 

a prima di queste congruenze si puOi sodisfare quando il numero | 

primo con r e non si pad sodisfare in caso contrario ; alia secondi 

pu6 sempre sodisfare qualunque sia q, perchS la ; percorre 

completo di valori da i ad r. £ per^i i gruppi ciclici generad dalle ^(r) 

stiiuzioni 

FlP', yU'% .... F Wf"' , 
fra le quali vi 6 F U, coindderanno con quelli generari dalle (20); 
mentre gli aliri no. Che uli gruppi coincidessero con quelli generag 
dalle (20) era evidente, perch^ le sosrimzioni precedenri fanno pane 
delle (18), ma noi abbtamo aggiunto ch'essi sono i soli. 

Con le sostituzioni contenute nelle (20) e (21) possiamo dunquC 
fomiare fiuora ar — ^(r) gruppi cicUd distinti d'ordine r. 

6. Oltre ai precedenri gruppi cictici, se nc possono ottenere alni 
d'ordioe r; componendo infatti le sostituzioni (14) c(ij), si puo ot» 
nere una sosrituzione d'ordine r, senza che sia d'ordine r nessuna delle 
sostituzioni compooenri ; basta che sia eguale ad r il mininia coiuuiK 
multiplo degli ordtni delle sostituzioni compoitenri. 

Cos) se 

r = ocflY ... X, 

ove a, fi, Yi ■ ■ ■ I ^ ^°"0 '^ potenze di numeri primi disuguali c pert 
prime fra loio, la sostituzioiie 

UTer-.i 
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d evidentemente dell*ordine r, senza che di quest*ordine siano n6 17*, 

Ora supponiamo che 6^ , 6'^ ; 6^ , 9^ ; . . . ; O^^ , 6^ siano le coppie 
di divisori di r il cui minimo comune multiplo sia r, e siano 

(23) t/P', l/^s ..., t/P' 

(24) rr., r^s..., FT- 

tutte le sostituzioni delle successioni (14) e (15) i cui ordini rispettiva- 
mente siano 6. , 6| . 

Se le (23) e (24) sono disposte in modo che gli esponenti ^ e y 
vadano crescendo, p, e y, saranno divisori di r ; cosicch6 si ha : 

• ^. ' • T. 

e saranno inoltre diversi fra loro, perchd, se fossero ugnali, sarebbe 

ci6 ch'd contrario all'ipotesi fatta, che doi le (23) e (24) sono d'ordine 
inferiore ad r. 

Essendo inoltre tutte le sostituzioni (23) e (24) rispettivamente 
degli ordini 6^, 9J, le {i e y avranno per massimo divisore comune 

con r rispettivamente P^ e y, , di modo che, indicando con P,- e y. due 

B. y- 
qualunque delle P e y, saranno "^ ^ ~^ rispettivamente primi con 

Pi Ti 

p. T. 

Le sostituzioni della forma 

(25) U^'F', l/^^'F*,..., £7P'F»(X = Y..Ya,-.»Tj 
owero 

(26) rt'V*, FT^CT*, .... rf-t7'(e = P.,^.,...,p,) 

sono tutte dell'ordine r, e per6 sono generatrici di gruppi ciclici d'or- 
dine r, evidentemente distinti dai ir — (p(r) gruppi ciclici finora con- 
siderati. 

Si tratta soltanto di vedere se questi nuovi gruppi ciclici sono o 
no distinti fra loro. 

Consideriamo una sostituzione qualunque delle (25), che i della 
forma 
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e fenniamo di essa la potenza di grado q^ dot 

(ay) t/*^ F^f . 

g r 

Siccome -g^ i primo coq -g- , sari possibile determinare q in modi 

Pi Pi 

che m, 

e per6 

(29) ?Pi = P, (mod r). 

Indicando con a il valore di q che sodisfa alia congruenza (iSj^ 
k radid della congruenza (29) saranno espresse da 

(30) «, a+-^ « + |!l; .,.; a + (P^_i)Z-. 

Se « d primo con r, il massimo comun divisore ayy ^ di r i k 
stesso che quello di y^ e di r; ne segue che ayy ^^^ ^^^ ^^ ^ ^ 
per6 nel gruppo ciclico generato da U^FV vi sari una sosdcuzione 
della forma 

doft il gruppo ciclico generato da U^* V^i coindderi con quello generato 
da una delle sostituzioni della forma 

Se a non b primo con r, si pu6 dimostrare che esiste fra i termini 
della (30) almeno una radice prima con r. Infatti, per la (28), a e di 
conseguenza tutti gli altri termini della successione (30) sono primi con 

-2— e per6 essi non possono avere in comune con r che alcuni o anchc 

r 

tutti i fattori primi di ^, , i quali avranno in P, lo stesso esponeme che 

f 
in r, cos! che -^ non contiene piCi questi fattori. 

Ora se a contiene tutti i fattori primi di P^ , la radice « + -5- 

sari un numero primo con r, perchd se un fattore primo qualunquc 

r 
di P, dividesse a + -^, siccome esso divide anche a, dovrebbe dividere 

Pi 

la diflFerenza -g-, d6 che non pu6 essere. 

Pi 

Se poi a contiene alcuni fattori primi di P, si consideri fra le (30) 
la radice 
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o^ve V & il prodotto di tutti i fattori primi di ^^ non contenuti in a. 
Evidentemente sari a primo con ^77-6 per6 « + v — sari primo tanto 

Pi Pi 

r r 

oon a che con v — , cio6 a -}- v -^ non pu6 contenere alcun fattore 

Pi Pi 

primo di ^, e per6 sari primo con r. 

Esiste dunque sempre una potenza di grado q della sosdtuzione 
U^' V^i tale che sia t/*^' V^V della forma 

Potendosi lo stesso ragionamento ripetere per una sostituzione qualunque 
della successione (26), si conclude che delle due successioni (25) e (26) 
basta soltanto considerare i primi due termini, cio^ le sosdtuzioni : 

(31) t/p'r^s t/P'FT", ..., [/ptr^-; 

(32) r* C/P' , FY« l/^s . . . , V^^ C/P' . 

Per accertarci adesso se i gruppi ciclici generati dalle (31) sono 
tutd disdnd fra loro, supponiamo che la potenza di grado q di una 
sosdtuzione qualunque (7^' P** sia eguale ad un'altra sosdtuzione della 
stessa successione 17^» V^j ; supponiamo cio6 che sia 

(7?Pi yrxi — u^x jrcj . 

Perchd sussista questa eguaglianza, bisogna che siano sodisfatte le due 
relazioni: 

* ^' ~ ^' } (mod r\ 

Dalla prima di queste due congruenze si ricava Taltra 

q = I ^mod j-j , 

la quale h sodisfatta da 9 = i ; e per6 le ^, radici della detta con- 
gruenza sono : 

(33) i» ^ + Y* i + 2j-> •••> i + (P, — 0-^- 

St q =^ I, sari 

e perd le due sosdtuzioni che si considerano sono idendche. 
Se t invece 



142 ROSARIO ALAGNA. 

ove k esprime uno dei numeri i, 2, . , . , (P^ — i), dovri essere 

(^■^ + i)Yi = Y; (mod r), 

e per6 

P.Y.^PiY; (mod r). 



donde 



',=Y/ ('"°*^7;-)' 



Quest'ultima h dunque la condizione necessaria, perch6 due sostituzioni 
della successione (31) riproducano gruppi idenrici. 

Dimostreremo inoltre ch'essa i sufficiente. A tal uopo cominceremo 
dal dimostrare che P, 6 primo con tutte le y- 

Indicando con 6 il massimo comun divisore di -3- e di — , si ha 

P. Y, 

per ipotesi 

-L.-L = er 

P. Y. ' 

cio6 

e= '' 



P.Y. ■ 

Se indichiamo con la notazione /)(«, F) il massimo comun divi- 

sore di a e di by si ha evidentemente, moltiplicando per P^y, tanto -7— 

r 
quanto — , 

e per6 

I numeri p^ e y, sono dunque primi fra loro. 

Consideriamo adesso P, e una qualunque delle y che chiameremo y^ . 
Essendo y. multiplo di y^ , possiamo scrivere 

Yi = «Y,; 

e poichS il massimo comun divisore di y,. e di r 6 y^ , il numero a o 
t primo con r o ha in comune con r qualche divisore di y^ . Se a 6 
primo con r, lo sari con P^ che i un divisore di r; e se ha in comune 
con r qualche divisore di y^ , sari sempre primo con P, , poichfe [i^ e 
y^ sono primi fra loro. II numero a i dunque in qualunque caso primo 
con P, e quindi sari primo con ^^ anche il prodotto « y, = y,- . 
Q6 posto, supponiamo sodisfatta la relazione: 
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y, = y. (mod j-j 
^^^ X indica un numero intero qualunque. 

r 

Aggiungendo ai due membri di questa eguaglianza k-^y.y si ha: 

Ora poichi y,. i primo con P, , esiste un valore (i di i minore di ^, 
per il quale si ha: 

(Ay. + Xso (mod P,), 

cosi che per questo valore di Jt, dall'eguaglianza (34) si deduce la con- 
gruenza 

y + i^j')ti=yj' (n^od r). 

Formando della sostituzione f7^» T^' la potenza di grado i + K* "^ > 
essa sari espressa da 

cio6, essendo i -{-(jt.-pr- un termine della successione (33), da 

Le due sosdtuzioni f7^» J^- e C7^' f^/ genereranno dunque lo stesso 
gruppo; e poichS alle medesime conclusion! si pu6 arrivare per le so- 
sdtuzioni della successione (32), si stabilisce che i soli gruppi ciclici non 
distinti generati dalle sosrituzioni della successione (31) ovvero da quelle 
della successione (32) sono quelle in cui le V ovvero le 17 hanno espo- 
nend che sodisfano rispetdvamente alle relazioni 

Y.-^Yy (mod ^) 

P, = p., (mod ^). 

Rimane solo a vedere quali gruppi ciclici generad dalle sosdtuzioni della 
prinu successione sono disdnd da quelli generad dalle sostit 
seconda. 



owero 
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Consideriamo una sosdtuzione qualunque 

delk successione (32) e formiamo di essa le successive potenze. 

Essendo P^ il massimo comun divisore di r e fi^, la congruenza 

9P,siP,(mod r) 

ammette le P. radici della forma 

P + v-^, (v = o, I, 2, ..., P, — i), 
dove la p £ la radice della congruenza 

e per6 prima con -^, di modo che tutte le P, radici sono prime con 

ri 

r 

Ora se p 6 primo con p^ , sari anche primo con r e quindi il mas- 
simo comun divisore di py, e di r 6 y, ; ne segue che py, sari congruente 
con una delle y (modr), e per6 (F^' U^^y coincideri con una delle so- 
stituzioni della successione (31), e il gruppo generato da F^' t/^* non 
sari disdnto da quello generato da detta sosdtuzione. 

Se poi p non 6 primo con P, , si pu6 dimostrare che fra le p, ra- 
dici ve ne sari sempre qualcuna prima con P, . 

Disringueremo pertanto due casi : 1° quando 6 P, primo con -7— ; 

Pi 
f 

2° quando p, non ^ primo con -7-- . 
Nel primo caso, le P, radici 

(35) P> P + ^> P + 2-^, ..., P + (P,-i)^ 

saranno congruenti, rispetto al modulo p, e indipendentemente dall'or- 
dine, coi numeri della successione 

o, I, 2, ... , P, — I, 

e poichS fra quesd numeri ve ne sono ?(P,) primi con P, , cosl fra i 
numeri della successione (35) ve ne saranno ^(P,) primi con P, . 

Nel 2° caso, sia d il prodotto dei fattori primi che P, ha comuni 

con -Q- , presi con I'esponente col quale figurano in p, ; cosl che P, si 

Pi 

f 

pu6 scomporre nel prodotto ^^•=-dd\ ove d' i primo con -^ . 

Pi 
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Evidentemente i numeri della successione 

saranno congruenti rispetto a d\ e indipendentemente dall'ordine, con 

quelli della successione 

o, I, 2, . . . (i' — I. 

Ma fra questi ve ne sono ?(d') primi con d\ dunque fra i numeri della 
successione (36) ve ne saranno <f(d') primi con d\ Questi numeri in- 
tanto sono anche primi con d, quindi lo saranno con p, e con r. 
Prendendo dunque per q una di queste radici, sari 

e per6 il gruppo generato da F^^ U^* coincideri con quello generato da 
una delle (31). 

Riepilogando, possiamo dire che tutd i gruppi generati dalle (32) 
non sono distinti da quelli generati dalle (31), e per6 tutti i gruppi di- 
stinti soQO quelli generati dalle sostituzioni della sola successione (31)9 
awertendo che fra queste sono generatrici di gruppi identici le sostitu- 
zioni t/^' r^* , C/^' F^y , se per gli esponenti y- , y^ i sodisfatta la rela- 
zione 

£ evidente che si otterranno anche dei gruppi ciclici d'ordine r dalle 
sostituzioni 

(37) w^ rP' , t/T' r^' , . . . , w-^ v^^ , 

le quali si deducono dalle sostituzioni della successione (31), cambiando 
U m V Q viceversa. Ed h facile vedere che i gruppi ciclici generati dalle 
(37) sono distinti da quelli generati dalle (31), perchfi h impossibile che 
si sodisfi alia congruenza 

yP,=Y. (mod r), 

essendo P, un divisore di r e y . primo con P, . 

7. A chiarimento di quanto abbiamo fin qui esposto, proponiamoci 
di trovare tutti i sottogruppi ciclici di G, supponendo 

Tali sottogruppi possono avere Tordine uguale ad uno dei numeri 

I, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36 
che sono tutti i divisori di 36. 

RmU, Ckt, Msttm. TmUnmo, t. XVUI (1904). — Stampftto 1*8 mario 1904. 19 
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Sottogruppi di i^ or^in^.-— Ne esiste un solo ed t la sosticuzione i. 
Sotiogruppi di 2^ orditu, — Ponendo t7=S**, F=T^^, questi sot- 
togruppi si compongono con le sostituzioni 

17, t/*=i. 

le sostituzioDi generatrid si riducono evidentemente a tre, doi U Vy 17, V. 
Sottogruppi del f ordine. — Ponendo C7=S'*, F=zT^*y le sostitu- 
zioni con le quali si compongono questi sottogruppi sono : 

£ chiaro che quesd sottogruppi si riducono ai quattro s^uenti, ge- 
nerati dalle sostituzioni: 

l/r, UV\ 17, V. 

Sottogruppi del 4® ordine.-^ln. questo caso le sostituzioni con le quali 
si compongono questi sottogruppi sono : 

ove t7=S', V=T^; e poichS dei numeri i, 2, 3, 4 i soli numeri 2 
e 4 non sono primi con 4, cosl si ottengono i 6 segueuti sottogruppi 
ciclici, le cui sostituzioni generatrici sono : 

UF, UV\ UV\ U, FU\ V, 

Non esistono altri sottogruppi, perch6 non vi sono divisori di 4 il cui 
minimo comune multiplo sia 4. 

Sottogruppi del 6® ordine. — Bisogna far uso delle sostituzioni 



[7, 17% U\ ..., U'=i 






F, P , V' 

PoichS i numeri della successione i, 2, 3, 4, 5, 6 non primi con 
6 sono 2, 3, 4, 6, cosi si ottengono subito i sottogruppi, le cui sostitu- 
zioni generatrici sono : 

UV, UP, UF\ UF\ UF', 17, 

VU\ FU\ FU\ F. 

Siccome fra i divisori di 6 vi sono il 2 e il 3 il cui minimo co- 
mune multiplo 6 6, cosl altri sottogruppi si ottengono, componendo le 
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sostitimoni 



^ poichd 2^4 (mod 2), cosl si ottengono le sole sostituzioni generatrici 
gruppi disdnd 

fjy y* e r' U' . 

Si banno quindi in totale 12 sottogruppi dclici del 6" ordine. 
Sottogruppi del 9* ordine. — Consideriamo le sosdtimoni 
[7, U", t/', .... U»=:i J U=S*, 

Dei numeri i, 2, 5, . . . , 9 solamente 3, 6, 9 aon sono primi con 9, 
e poichfi non esistono divisori di 9 il cui minimo comune mulriplo sia 
9, cost si hanno in tutto 12 sottogruppi ciclici del 9° ordine, le cui so- 
stituzioni generatrici sono : 

UV, UV\ UV\ UV\ VV\ UV\ 

UV\ UV\ U, VW, FU\ V. 

SoOogruppi del 12" ordine. — Si considerino le sosdnmoni: 

U, U\ US ..., U"=i > U = S', 

F, V\ P, .... r"=r i f = 7'. 

Dei numeri i, 2, . . . , 12 quelli non primi con 12 sono 2, 3, 4, 6, 8, 

9, 10, 12; quindi si otterranno anzitutto 20 sottogruppi ciclici distinti> 

avend per sosdtuaoni generatrid 

vv, uv, w, vv\ uf^, ur*, uv, ur*. uf^, uv", 

Ur'\ U, FV\ FU\ FU\ FU*, FU' ,, VV\ FU'\ F. 
Siccome poi fra i dinsori di 12 vi sono le sole coppie 4 e 3, 4 e 6 il 
cui mioimo comune muldplo 1 1 z, cosi bisogna considerare le sosdomoni 
W W 

F\ F' * F\ F"; 
e poich^ si ha 4^8(mod4) e 2 ss 10 (mod 4), bisogna aggiungere ai 
20 sottogruppi precedent! quelli le cui sosotuzioni geieratrid sono : 

WF*, U'F*^ U*F', V'F'. 
Si hanno quindi in tunc 24 sottogruppi ciclici del 12" ordine. 

Sottogruppi dti 18° ordine. — Le sosdcuztoiii da coostderarsi souo : 

u, u', U', ..., t;'* = i ) u= 
V, v, p, .... f' = 
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Dei numeri i, 2, ... , 18 quelli non primi con 18 sono: 2, 3, 4, 6, 
8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18; quindi si hanno 30 sottogruppi ciclici aventi 
per sosdtuzioni generatrici 

ove a assume successivamente per valori i numeri non maggiori di 18 
e non primi con esso. 

Inoltre fra i divisori di 18 vi sono le coppie 2 e 9; 6 e 9 il cui 
minimo comune multiplo 618; bisogna quindi considerare le sosdtuzioni : 

V\ V\ V\ V'\ V'\ V' ® V\ V\ V\ V'\ V'\ V'\ 

e siccome gli esponend delle V sono tutd congruend fra loro rispetto 

al modulo 7 = 2, mentre rispetto al modulo j = 6 sono congruend 

fra loro 2, 8, 14 e congruend anche fra loro, ma non coi numeri pre- 
cedend, 4, 10, 16, cosl ai precedend 30 sottogruppi si debbono aggiungere 
quelli avend per sosdtuzioni generatrici 

U^V\ WV\ WF\ 17* F% U'V\ WF\ 

cosicch^ si hanno in tutto 36 sottogruppi ciclici del 18^ ordine. 

Sottogruppi del 36® ordine. — Per trovare quesd sottogruppi, bisogna 
considerare le sosdtuzioni 

r, r, p, ..., r'=i. 

SiccOme i numeri non maggiori di 36 e non primi con 36 sono 
in numero di 24, cosl si ottengono anzimtto 60 sottogruppi ciclici, le 
cui sosdtuzioni generatrici sono della forma SP, TS^ ove i percorre 
tutd i valori da i a 36, ed / quelli fra questi valori che non sono primi 
con 36. Esistono fra i divisori di 36 quattro coppie, il cui minimo co- 
mune muldplo 6 36; esse sono 4e9;4ei8;9ei2;i2ei8. 

Rispetto alia prima coppia bisogna considerare le sosdmzioni: 

S' 

'T'4 'T'S 'T'16 yao 'T'aS yj* . 

e poichi gli esponend delle T sono tutd congruend fra loro (mod —=4) > 

cosi si ha la sola sosdtuzione generatrice S?T^ t quindi anche S^ T^ . 
Per la seconda coppia, le sosdtuzioni da considerarsi sono : 

«T»i •T'lO 'ri4 yai «T»a6 7*34 . 
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anche qui gli esponenti delle T sono tutti congruenti fra loro (mod 4); 
quindi si ottengono le sole sostituzioni generatrid S^ T* e S^T^. 
Per la terza coppia, si considerino le sostituzioni 

T\ rs T", r»; 

siccome 3 e 2i sono congruenti fra loro (mod — = 9), e 15 e 33 an- 

ch*essi congruenti fra loro (mod 9), ma non coi precedenti, cosl le so- 
stituzioni generatrici da aggiunger^i sono: S^T^, S^P^, S^ P, S*^ T*. 
Infine per la 4^ coppia, si debbono considerare le sostituzioni: 

nr*! TT*!© 'Tr'14 nrti 'rt6 •t'34 

e poich^ 

2^14^26 (mod 12) 

e 

10^22^34 (mod i2)y 
si ottengono le sostituzioni generatrici 

S^T\ S^r\ S*P, S'^^P. 
Si hanno pertanto 72 sottogruppi del 36^ ordine. 

8. Applicheremo i risultati precedenti alia ricerca di tutti i sottogruppi 
ciclici di G, il cui ordine sia uguale ad un fattore primo qualunque di 
If o ad una potenza di esso. 

Supponendo n scomposto in fattori primi, sia : 

Indicando con />?*' uno qualunque di questi fattori, proponiamoci di trovare 
tutti i sottogruppi ciclici d'ordine p} , ove X h uno qualunque dei numeri 
I, 2, 3, . . . , a.. Poniamo per breviti, 

tutte le sostituzioni generatrici dei sottogruppi ciclici d'ordine p] , si otter- 
ranno dalle sostituzioni contenute nelle due successioni: 

S^, 5^*31, S^*3i, ...,5<^'>*^, I, 

T*l T**l TS*1 rp(/J^«)*l 



e poichfi i soli numeri infcnori a pj' e nou pruiii con p^ sono : 

P.. 2p;, 3p., .... Cp^'-i)p., 
e inoltre non esistono divisori di p^ , minori di p- , it cui minimo coraune 
multiple sia p] , mtti i sociogruppi ciclici distind d'ordine p^ , avraimo 
per sostituzioni gcneratrici le sosdtuzioni seguend : 



il cui numero 6 quisdi espresso da 

Facendo succcssivamente 

>.= I, 2, ..., «^, 
si ha die il Duuiero toialc dei sotiogruppi ddici di ordine 

P., PU PU ■■•,PV 
sari indicato da 

?,+■+/■■+/',+ •■•+/>r'+pr'=|±^a'"-Oi 

e quiadi il numero totale dei sonogruppi cklici, il cui ordtne i ugude 
ad un fattore primo di n o ad una potenza qualunque di talc fatten^ 
sari espresso da 



4° Caso. 
n multiph di n'. 

9. Sia 5 una sosdtuzione d'ordine n, T uiu d'ordine n' e sia run 
diviscre di n. 

Se r S anche dtvisore di «', tutti i sotiogruppi ciclici d'ordine r 
ranno composd con le sosdtuzioni coateaute nei due gruppi: 
U, U\ ..., W^i, 
V, r, ..., F'=i, 

ove U =: S' , V= T'i e in questo < 
cedentemente, sa^^iamo trovare tutr 



1 
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Se r 6 primo con «', in un sottogruppo d'ordine r non si troveranno 
n6 la r, nh alcuna delle sue potenze; si avrA pertanto un solo sottogruppo 

n 

d'ordine r ed d quello generato dalla sostituzione 5"^. 

Se r ed n' hanno un massimo comun divisore 6 diverso dairuniti 
ed 6 r = >.6, i sottogruppi d'ordine r si otterranno componendo le so- 
stituzioni della successione 

con quelle della successione 

i/^ ir*^ . v^ T 

supponendo le potenze di V non multiple di X uguali a zero. Questo 
quarto caso quindi si riconduce al f. 

§ 2. — Sottogruppi non ciolici. 

10. Questi sottogruppi saranno evidentemente il prodotto di due o 
piCi gruppi ciclici precedentemente trovati. Supponendo n = n\ abbiamo 
visto (n** 8) quali sono tutti i sottogruppi ciclici d'ordine p}; in questo 
paragrafo ci proponiamo di trovare tutti i sottogruppi non ciclici di detto 
ordine. 

« 

£ evidente che quando saranno noti tutti i sottogruppi ciclici e non 
ciclici d'ordine p)(\= i^ 2, . . . , a.); (i = i, 2, . . . , v), con semplici 
moWpUcazioni si otterranno tutti i sottogruppi di G. 

Cominceremo da alcuni casi particolari, dal trovare cio6 tutti i sotto- 
gruppi non ciclici d'ordine p* e p], 

11. Sottogruppi non ciclici d' or dine p]. — Per ottenere questi sotto- 
gruppi basta moltiplicare due a due i sottogruppi ciclici d'ordine p^ , i 
quali, essendo p. numero primo, sono indipendenti fra loro. 

Per avere le sostituzioni generatrici di questi sottogruppi ciclici, basta 
fare nella (38), X = i; si ottengono cosl le p;-|- i sostituzioni: 

Consideriamo due qualunque di queste sostituzioni, della forma 
ove / ed /, sono numeri della successione i, 2, . . . , f . . 



I gruppi ciclici da essi generad sono : 

S^ !'•'• , S-*' T">'-' , ..., 5"*-'*' r'f'-'''-*' , 
e il loro prodono cbe sari ud gruppo iion ciclico dell'ordine p' , sni 
espresso da 

;e la sommatoria va estesa a tutti t valori di [x e [a^ da i a ^_. 
Siccome fx -j- [i^ e [a / -j- [i,_ /, percorrono un sistema completo di 
resti rispetto 3. p^, i chiaro cbe il gruppo coindderi con queUo generito 
dalle sostituzioni S*' , T*'. Alio stesso risulmo si perverrebbe conside- 
rando i gruppi gcnerati da T'" e da una sosrituKione qualunque dclb 
forma S*"' T'*', cosicch^ si conclude chc esiste un solo sotiogruppo noa 
ciclico dell'ofdine p]; esso ba per base 

ha per sottogruppl i f ^ + i sottogruppi ciclici d'ordine p^ . 

1 2. SotUgruppi non ciclici d'ordine p\ . — PoichS i p^-^-i sottogruppi 
ciclici d'ordine p, non sono indipendenti dal sottogruppo non dcUco d'or- 
dme p', ^ chiaro che i sottogruppi non dclici d'ordine pl si ottengono 
solamente dal prodotto di un gruppo ciclico d'ordine p- per uno dclico 
d'ordine p', cio^ d.il prodotto di due gruppi ciclici, Ic cui sostituziom 
generatrici, per la (38), sono: 

(39) s'-Y'', s'' T"' , . . . , s'> pf--"'> , S's r*' 

c 

(40) S ^''^''* s*'P*', ..., s^'r"'""*', s's 



ove fi A p= — - , /i = —J- . 
/>■ fi 

Si ottengono cosl p^p, + 1)' sottogruppi non dclici d'ordine ^-, 
ma si pu6 dimostrare che di essi ne sono distinti solamente ]>,+ 1. 

A tal uopo, supponiamo formato uno di tali gruppi e indichiamo 
con 5" T^ una sostituzione qualunque in esso contenuta. Poichi il gruppo 
non i ciclico, S'T^ sari tutto al piii dell'ordine p]; si ha qutodi 
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e, per la indipendenza delle S e T, sari : 

Uordine di S** e di T^ sari dunque p,. owero pf, e poichi non possono 
esscre S* e T^ tutte e due dell'ordine />,, perchi altrimenti il gruppo 
sarebbe deirordine p% cosi pu6 essere S* d*ordine /),. e T^ dell'ordine 
p]y owero S* d'ordine p] e T^ d'ordine p., o finalmente 5* e T^ tutte 
e due d'ordine /)J . 

Nel primo di questi tre casi, il gruppo avri per base 

nel secondo caso la base sari 

cosl che rimane solamente a vedere quanti gruppi d'ordine p\ si possono 
ottenere nd terzo caso. 

13. Le sosdtuzioni (39), non tenendo conto della T*', si presentano 
della forma 

eve / pu6 assumere successivamente i valori i^ 2, • •• > p^. Le sostitu* 
zioni (40), tenendo presente che p.h^=^h^y si possono ridurre ad una 
delle due forme 

C*a T'i*« 1—12 2 ft* 

5-*«r''s m=i, 2, 3, ..., p.. 

Pertanto i gruppi non ciclici d'ordine p\ possono avere le basi di 
una delle seguenti forme : 

I gruppi, le cui hasi sono della forma (i) owero (d), contenendo 

le sole potenze 

5*s 5^s ..., S<^*-'>*s I 
di 5, e le akre 

Xm/. Crc M l III P » i m m§, t XVm (1904). — Sumpftto I'S ouirio 1904. 



T, comcidoDO col gruppo 

. considerato. 
^ ppi della forma (c) i &dle dimostrare che sono comprcsi b 
. forma (a). 

pponendo infatli nella (ii) l^=Pi, si ottengono i grcppi della formi 

ts's s'.r-'-], 

quali, come vedremo, coincidono con quelli della forma (c), 

Uoa sostituzione qualunque del primo di questi due uldmi grup|H, 
presenu della forma : 

5i^,*i',*ir'''''*', [i=i, 2, ..., p;-. v, = i, 2, ..., p\, 
' : una sostituzioae qualunque del secondo si presenm della forma 

dicando con >, una variabile che pud assumere successivameaie 

. . . , P', si pu6 porre 

□de 

H,fc, = >,i!), — ll/j, 
e quindi 

|Jl,i,i, = ;,)L,fc, — !*/,;!;, . 

Poichi 

p-h, ^o (mod Ji), 

basta dare ad i, in (^l,h, i valori i, 2, . . . , jj^; ponemio quindi 

dot 

fLj,h,^l,\K-\-t^''K =''.''. + "A (modn), 
ove Vj pud assumere i valori da 1 a />,. e v^ da i a p*. 
La sostituzione 

5i'*i*i'ii'i T"!*.'.*! 

puA dunque scriversi sono la forma 

e questa coindde evidentemenre con I'altra 

14. Da quaoto precede risulta che la sola base d 



4 



i 
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quella della forma 

Aimtuno osserviamo che le sostituzioni S*'r'*', S*' r''*» sono in ge- 
nerate iadipendenti ; infatti perchd due potenze di grado [i e (jl, di tali 
sostituzioai siano uguali, bisogoa cbe sia 

, , ,, ( (modn), 

dalle quaii congruenze si ricava : 

\Ljh^^ (1, i, h^ (mod n\ 
e qmndi 

|ji,i^[t,(, (modpj) 

(ji, ((, — i) ^ o (modf>;). 
Per sodisfare a quest'ultiina congruenza, bisogoa che alnieao uoo dei 
fattori sia uguale a p\ ovvero che dascuno di essi sia uguale a p.. 

Ora /, — I i diverso da p'; inoltre supporre [L^=p', imporu sup- 
porre 

quindi le condi^oni necessarie perchfi 5**7'"' e S^*T''^' non siano in- 
dipendenti sono : 

1,^1 (modj>j) 

Queste coudiidoni sono inoltre suffideon, perch^, supposto 

sari 

e, facendo di queste sostinmoni le potenze di grado p., si ha: 
(5*. j-'.i.y, = S"*' r""^""'*' = S^' r"- . 

15. Supponendo che non siano sodisfatte le condizioni precedenti^ 
le sosdtuzioni della forma 

soao e&ttivamenu generatrid di ua gnippo ddico d'ordine p] . 
Formando intanto i due gruppi ciclici 

(41) 5*' r"' , S"*' T''*' , . . . , S""-"*' r'*-*'"' , I 

(42) s'-r''*', s"*'r'-*'. ... 



/ 
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i evidente che una sosdtuzione qualunque del gruppo prodotto si pre- 
senta della forma: 

Se /,=Pi> sari /,&, = &,, e perd le T che entrano nelle (42)sar 
raimo, come quelle delle (41), d'ordine p^; il gruppo generato dal pro- 
dotto delle (41) e (42) coincideri quindi con [5^^, r^<]. Alio stesso 
risultato si perviene, supponendo ',=/>{; cod che noi supporremo l^ mi- 
nore di p] e diverso da p- , cioi /, primo con p* . In questa ipotesi g)i 
esponenti di T nelle (42) sono, indipendentemente dall'ordine, congruent!, 
rispetto al modulo n, coi numeri della successione: 

(43) Kf 2*,. •••* (/>!-0*.. 

e perd, aumentando questi esponenti di un medesimo multq>Io di &. , a 
riprodurranno numeri congruenti con quelli della successione (43). Ne 
segue che ogni volta che una sostituzione delle (41) si moltiplica per mtfie 
le sostituzioni (42), gli esponenti di 2' saranno i numeri deUa successiooe 
(43), cosi che nel gruppo prodotto vi saranno p. sostituzioni ove la 7 
ha per esponente 6^, p. sostituzioni nelle quali la T ha per esponente 
2b^ t cod via. 

Proponiamod pertanto di determinare quali sono gli esponenti delli 
5 neUe sostituzioni in cui T ha per esponente h^. 

Essendo, per ipotesi, 

ciod 

sari 

l^lpi + V-rK^^ (modpj). 

Ora perchi quest*ultima congruenza possa sussistere, bisogna che p-.J,— I 

sia multiple di p-y doi 

(44) t^i^x = i (J^odp,). 

Siccome I, i primo con p] e quindi con p. , esiste sempre, per un dalo 
valore di /, , uno ed un solo valore di (a, minore di p^ e diverso da 
zero, che sodisfa alia congruenza precedente. Indicando con x, on im- 
mero minore di />; , i evidente che per i due valori 

^ = ^.; K=Pi + ^i 

^ il medesimo il valore di (jl, che sodisfa all'ultima congrueoai; 
valori di /, mmori di p. e diversi fra loro, i valori di (t, 
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In&td se, per due valori j,, s^ minori di Pj, fosse 

u avrebbe 

(1, (j, — J,) ^ o (mod pi), 
alia quale congrucnza, poich£ fi, & primo cod />j, si pu6 solo sodisfare 
se h s, = s,. 

Ihado adunque ad i, un certo valore f, si determina il valore di 
p., che sodisfa alia coognienza (44); detto 9 qaesto valore di |j., , la 5, 
nelle sosntuzloni che contengono la T con I'esponente h^ , deve presen- 
tirsi della forma 

e poich* questo esponente di S pud assuniere soltanto pj valori distind, 
tinti ciod quante sono le sostituzioni che contengono la T con responeate 
h^ , cosl si conclude che le sostituzioni che contengono a fattore T'' sono 
della forma: 

s".-'.r'.. (^=,,, ,,) 

Dando adunque ad /, successlvameate tutti i valori minori di p] e 
primi con esso, a assumerjl indipendentemente dall'ordine, i valori i, 
^i — * Pi — ^> ^ P^^^ l^ sosdtuffloni del gruppo che, per un date va- 
lore dt l^ , contengono a fattore T*' sono quelle che si ottengono da 
una delle sosdcuaoni seguend : 

S^*.**., S*^'*'**. ..., S^>-*'*'-"*S (n=i, 2, ....p.). 

Si voglia, ad esempio, trovare nel caso di n^= 36, il sottogruppo 
noD dclico del 27° ordine che risulta dal prodotto del gruppo ciclico del 
t" ordine 

S", S'\ 1 

per quello del 9° ortUne che ha per sostituzione generatrice S*T™. In 
questo caso sd ha : 

fti = i2; J^3; *. = 4; '■ = S- 
Per trovare le sostituaoni che contengono a fattore T^*, si risolva la 



Sr. = i (mod 3); 
SI ottiene 

I 
b quiodi le S si otterranno dalla 




inno, facendo successivaaiente ti=^i, 2, 3, 

sosdtuzioiii del gruppo che contengono a fatrore T* sono dunqu- 
S«'T\ S"T*, ^f. 

16. Se noi scriviamo di seguito i />' valori seguenti: 

A,, 2b,, ..., p-h, — b^, fr,+ fc,, ..., a A,, ..- , />!*, = «. 

nsiderando questi valori come elementi disdnd, li supponiamo av 
i in modo da formare una sostUiuione circobre d'ordine p\, cM^^ 
amo con U, la potenza di grado p^ di nle sosntuzione, sari ilpr-^ 
p^ cicli, ciascuno d'ordine p^, sari ciot: 



] 



U" = (i. ;,. + !.,... i. + o>, - i)*,] 
[2*. !*. + *, ... 2*, + (i>. — i)»,] ... (k, 2(j, ... «), 



I 



cuno di quesD cicli contiene come dementi \ diversi valori die po^BP" 
iono assumere gli esponcnti di S nelle sostitimoni che contengono, n^a 
diversi gruppi, a faitore T'' ; 1' ultimo ciclo corrisponde al caso in cui ii 
gruppo abbia per base [S*' , 7"*']. 

Se dunque indicliiamo con £,,£,,...,£; i cicli anzidetti e con 
5"''' rinsietiie delle poienze di S i cui espoaend sono compresi in c,, d 
chiaro che avrenio in lutto />,. — 1 gruppi distiuti fra lore e dai due gii 
considerari (n" 12). Di essi il primo contieae le sostituzioni 5"''!^', il 
secondo S"''!**, ,.., e ('ultimo 5 '""' T*"'. 

Note le sostituzioni che contengono a tattore T*', sari facile costruire 
per intero i p; — i gruppi. 

Consideriamo infatd un ciclo C; come un nuovo elemento, e suppo- 
niamo che 

sia una sosntuzione ciclica d'ordine p-^ . Se scriviamo la f in p, — i modi 
diversi, prendendo come prime elemento successivamente c,, e,, ,.., c,;-, 
e se consideriamo la prima potenza di V se il primo elemento £ c, , I2 
seconda potenza se il primo elemento i c, e cosl via, otterrcmo le se- 
guend sosdtuzioni tutte circobri d'ordine p^ e operand sulle : 
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1 • 1 ■-■nrilBMIIMIIMI ■■! - 

lettere : 

F = (c, c, ... Cpi)y 

V* = (c^c^ ... Cpi)y 



V * — ^ \Cp-^—\ Czp^—z • • • ^pi)' 

Indicando con c,^ , c^^ , . . . , Cp-v gli elementi c disposti secondo Tor- 
dine con cui si succedono in F^, e riflettendo che 

c„ = c, ; ^„ = ^2 > • • • J ^^»i = ^/»> 
i p. — I gruppi si potranno esprimere nel modo che segue : 

5<*ia) J*a 5<«aa) T^'^a , , , 5^'^t»^ 7*i 5<^ia) J^a-^^i , , , 5^*fi»^ 

Nel primo di questi gruppi si ha : 



5V = 5i*fc,^ 
e per6 esso ha per base : 

Nel secondo dei gruppi precedenti, si ha : 

5<«ia) J^a =: 5l**i-*-2*a J^a ^^^ 5»**i rS^^i J^a) 
5<«aa) 2"«*a :== 5l**x-»-4fca J^'^a ;= 51**1 /'54*a T^^^) 

e per6 esso ha per base 

Cos! condnuando si conclude che esistono p- -f- 1 sottogruppi non 
ciclici d'ordine p] e le basi di essi sono : 



tiO II0!I4R10 ALAS* 






(45) vS"^ \ ii**^ '...., 5^^'""'^ . 



ctt»u vlw X I MUl lui^^k^i^ vii *, . le (45) c (46) 



»k":i<«iiif o|i t 



eil <i tividvitttw vlHi I ^ -- I |^^*|H*i i^^**^ cklici avcnti per hasi 

Sc Isj ^' .ifHHU t«»t|^♦uv* .il ^tup|K> generate da S*«, le T appmr-^ 
nmiio ^^tutwutv al ^»i4»|V ^^»Ktn.uv> Ja 7*^ ' ; ma, in qualunque akco 
ciso> :« Ic >' .\[^\\{i tv»»K\Mu» at ^<i u|>^v vl\>rvlinc p\ , ove p t uno dd 
auniert i^ $^ . . . ^ X i, tv^ T jvct anuv> ap|>artcncre ad uno dei gnqipt 
il cui ordiue i eH^m^<«v^ dii (^^ '"'\ v>vc ^ JU>5iumc success! vamente i va- 
lori o> i> 1^ . , . , J? t 

Per <t:=o* :ii v>ttWiH? il jt^upv*^ 

die ta parte delle {^) ; cv>?itv\h^ l^l^tit ttv>vHre i soctogruppi non ddicL 
in cui le S e T app^rteiJ^nxo UN{vut\dinctice ai ^ruppi 

(47) ^^'^v >-^ >"• "\ t 

(48) r»--*. r*w- t"^ "'• ''^<^, I 
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17. £ ora facile di risolvere il problema generale, di trovare cio4 
i sottogruppi non ciclici d'ordine p] . Con ragionamento analogo a quello 
adoperato poc*anzi (n** 12), si dimostra che ponendo 

n , 

Ft 
le sole potenze delle sostituzioni S q T che si trovano in tali gruppi 
sono quelle comprese nei due gruppi ciclici 

(45) S»x-, S'»v-.,...,S"^'-^'. I 

(46) r^. , r»^. , . . . , r'- ^'-"*^' , 1 . 

Siccome non esistono gruppi ciclici d'ordine superiore a pf», cosl nel 
caso che X — i sia maggiore di a,. , le (45) e (46) si sostituiranno con 



,1 y • , • y 1 y I • 

Ciascuno dei gruppi (45) e (46) contiene sottogruppi d'ordine />., 
P\y • • • > p\~^ ^^ ^^ sostituzioni generatrici sono : 

kJ y kJ yaaay^ y 

T*i T*a T*X-a 

ed 6 evidente che i X — i gruppi non ciclici aventi per basi 

sono tutti d'ordine p\ e distinti fra loro. 

Se le S appartengono al gruppo generato da S*' , le T apparter- 
ranno solamence al gruppo generato da T^^' ; ma, in qualunque altro 
caso, se le S appartengono al gruppo d*ordine />J, ove p 6 uno dei 
numeri 2, 3, . . . , X — i, le T potranno appartenere ad uno dei gruppi 
il cui ordine h espresso da />J^^"*^, ove <i assume successivamente i va- 
lori 0, I, 2, . ,. , p — I. 

Per d = 0, si ottiene il gruppo 

che fa parte delle (e) ; cosicch^ basta trovare i sottogruppi non ciclici 
in cui le S e r appartengono rispettivamente ai gruppi 

(47) 5'p, S'V, ...,s"^-"'% 1 

(48) r^p- , T"^^' , . . . , r''^'^''""*^^*' , I 

e ove <i acquista successivamente i valori i, 2, . • . , p — i. 
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Per il modo stesso onde si formano i sottogruppi non ciclid, £ 
costante il Dumero delle sostituzioni che contengono a fattori le diverse 
potenze di T, quindi ciascuna delle T compresa nelle (48) compariri 
in p?^ sostituzioni. 

Supponiamo che gli esponenti delle sostituzioni (47) siano degli 

dementi disdnti che awicinati fra loro formino la sostituzione circolare 

d'ordine pj : 

17= (Ap 2h^ ... n). 

Formiamo di 17 la potenza di grado pf ; essa si comporri di p^ cicli, 
ciascuno d'ordine p^ ; si ha cio6 : 

U ' =C^C^ ... Cp.a 

ove 

Conservando le notazioni del numero precedente, formiamo le sostitu- 
zioni 

Dimostreremo che se 6 p ^ , esse formano un gruppo non 

dclico d'ordine pj- . 
Infiatd: 

5<«i) T'^fci-p^a — - 5»**p-<T (5**p 7'*a^p+•e7^ 

Le sostituzioni S***?-^' formano evidentemente il gruppo ciclico d'ordine 
p^ generato da S^p-^; le altre chiuse fra parentesi, poichi 6, per ipo- 

^s^> ?^ > ^^^ ^p^X-f-d, owero p^X — P + ^> formano 

2 

il gruppo ciclico d'ordine pY'^'^ generato da S^pT^f^^, il quale, per 
la stessa ipotesi fatta, ^ indipendente dal primo; quindi le (/} formano 
un gruppo d'ordine \ la cui base ^ : 

Rmd. Ckt. hUUm, PMUnmo, t. XVUI (1904). — Sumpato U 18 tprile 1904. ai 
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In egual modo si possono formare ^ altri gruppi ove r*^p^ i 
fiittore di S****, S<'3), ..., S^'P? . 

D gruppo in cui J*^^(^*' ha per fattore Sf'P? ha per base 

che h parte delle (e), quindi oltre ai sottogruppi (e) si hanno i s^uenti 
sottogruppi d'ordine p) : 



[S*f^, S«^f-*)*p T^fH^] 

ove ^ assume successivamentB i valori i^ 2, . . . , p — i , e pi valori 
da a a > — i, a condizione che 

abbiano on ordine uguale o inferiore a quello di T*^'-^^. 

Oltre a questi sottogruppi non ne esistono altri d'ordine p) , pe- 
rocch^ se ne esistesse un altro, in esso si dovrebbero trovare akneno 
due sostituzioni della forma 

tali che S* ed S' farebbero parte di due cicli diversi in cui si scompor- 
rebbe C7'T. Ora se questo gruppo esistesse p^r X qualunque, dovrebbe 
esistere per X = 3, mentre si e visto che ci6 non ha luogo. 

Applica:^%onc. — Applicheremo i risultad precedenti alia ricerca dei 
sottogruppi non ciclid, nel caso di X = 2, 3, 2z- . 

Per X = 2, si ha p = I, d = o e pero si otdene dalle {c) il solo 
gruppo 

Per X = 3, si hanno per p e ^ le s^uenti coppie di valori : 

p = i, <i = o, 

p = 2, <i = o, 

p = 2, <r=I. 
Nei primi due casi si ottengono dalle {e) i gruppi: 

[5*. . r*'] , [s*' , r.] . 
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e nel 3° caso le (^) ci dinno i sottogruppi: 

si ottengono cio6 per X = 2, 3 i sottogruppi che si erano trovati diret- 
tamente nei numeri ix e i2. 

Per 1 = 2 0L.y siccome non esistono sottogruppi ciclici d'ordine su- 
periore ad x. , le (g) ci forniscono il solo sottogruppo : 

Le (^) non ci dinno alcun sottogruppo, perch6 il minimo valore 
di X — p + <y si ha dando a p il massimo valore cioe a. , e a (x il mi- 
nimo valore che 6 i ; cosicche il minimo valore di X — p -f- <? sari 
oc; -|- I ; e poich^ non esistono gruppi ciclici d'ordine superiore ad a., 
cosi per X = 2 a^. si ha il solo sottogruppo 

come del resto doveva essere, perocch^ p**» t la pid alta potenza di 
p. che divide n* ciod Tordine del gruppo G. 



Palermo, dicembre 1903. 



RosARio Alagma. 



SOPRA ALCUNI PROBLEMI DI CONTATTO 

RELATIVI A SUPERFICIE 

E A CURVE GOBBE ALGEBRICHE. 

Nota di L. Lo Monaoo-Aprile, in Torino. 



Adonanza del ai novembre 1903. 



Nella presente Nota mi propongo di studiare alcuni problemi di 
contatto relativi a superficie e a curve gobbe algebriche, awalendomi, 
come sussidio, della curva gobba, 0, luogo dei contatti di i^ ordine delle 
superficie di due fasci d'ordini w, n* rispettivamente. Di tale curva, stu- 
diata gii dal Prof. Guccu nel caso pardcolare in cui uno dei due nu- 
meri n, w' sia eguale a i *), per «, rC maggiori di i e nel caso in cui 
i due fasci siano affatto generali e privi di punti base multipli, si d, per 
la prima volta, occupato il sig. Mineo, il quale Tha ottenuto come par- 
ziale intersezione di due particolari superficie-luogo, 2 **), delle quali, in 
una Nota precedente ***), ho ritrovato brevemente Tordine e qualche 



•) Cfr. GucciA, Suf une question concernant les points singuliers des courbes 
gauches algibriques [Comptes Rendus des s^nces de TAcad^mie des Sciences, t. CXX 
(1895), pp. 816-819]. 

**) Cfr. MiNEO, Sulla curva luogo dei punti di contatto delle superficie di un fa- 
scio d* ordine n con le superficie di unfascio d* or dine «' [questi Rendiconti, t. XVII C1903), 
pp. 297-310]. 

***) Sulla superficie luogo dei contatti di i^ ordine delle superficie di un fascia 
con quelle di una rete, generali, e sue applica^ioni [questi Rendiconti, t. XVIII (1904), 
pp. 1-15]. Nel n^ II della medesima Nota io determino il numero delle superficie di 
una rete die hanno con una superficie data un contatto stazionario ; per tale risultato 
cfr. anche Zeuthen, Comptes Rendus, t. 89 (1879), pp. 899-901, e Severi; // ge^ 
n$r$ aritmetico $ il genere lineare [Atti della R. Accademia delle Sdenze di Torino, 
t XXXVII (190a)], che, neila predetta Nota, mi son dimenticato di dtare. 
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propriedL Sebbene, nella stessa Nota (n^ 7), io dia una nuova costru- 
zione della curva gobba 0, pur nondimeno, nello studiare il comporta- 
mento di essa e della superficie 2, nel caso in cui i due fasci siano do- 
tad di pund base muldpli ordinari, preferisco awalerini delle costruzioni 
date dal sig. Mineo che fan capo a certe superficie, definite dal pro- 
fessore Guccia, delle quaU si conosce il comportamento in casi analoghi 
a quelli da me studiad *). Determino, in tal modo, il numero delle su- 
perficie di un fascio tangend a una superficie data, nel caso in cui que- 
sta sia dotata di un punto muldplo ordinario che sia, nello stesso tempo, 
singolariti-base ordinaria per il fascio; pervengo, analogamente, a una 
formola generale reladva al numero delle superficie di un fascio tangenci 
alia curva gobba intersezione completa di due superficie algebriche di 
ordini n, m, dotate, in un solo e medesimo punto (che sia punto base 
ordinario per il fascio), di singolaritd qualunque. 

Si. 

Comportamento della superficie 2^ e della curva gobba B 
in un punto base multiplo ordinario per entrambi i fasci. 

I. Siano (F), (F') due fasci generali di superficie algebriche, degli 
ordini n, n' rispetdvamente, e sia / una retta qualunque dello spazio. 
Indichiamo con 2^ la superficie-luogo di un punto A tale che i piani 
tangend ivi alle superficie dei due fasci individuate da A si seghino se- 
condo una retta appoggiantesi a /. Nella Nota precedente sopra citata 
ho dimostrato che la retta / h per intero contenuta nella superficie 2^ e 
che la traccia ulteriore di questa sopra un piano 7? passante per t non 
i altro che la curva, H, luogo dei contatd di 1° or dine delle curve dei 
due fasci tracce di (F), (F') su tp **). Ho concluso, in tal modo, che 
la superficie 2, i dell'ordine 2(« -{- «' — i) e passa semplicemente per 
la curva 5, d'ordine «* , base del fascio (F), e per la curva fi' , d*or- 
dine n", base del fascio (F'). 

Indicando, poi, con P un punto generico della retu /, e con <pp. 



•) Cfr. GucaA, Nota citata, e inoltre: Teoria delle superficie ^p e delle curve 
gobbe Ag relative a un fascio di superficie (Carte litografate). 

•^ Vedi Stbiker (Giornale di Crelle, Bd. XL VII, pag. 6), Salmon {Courhes 
plants, Paris 1884, pag. 500), Schubert, KalkUl der ah^ahlenden Geometrie, $ 14. 
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^j/p le superficie-luogo, d'ordini 2« — i, 2n' — i rispetdvimente, dellc 
curve di contatto dei coni di verdce P circoscritti alle superfide dei due 
fasci (F), (f ) *), la superfide 2, si pu6 intendere generata dalla curva 
d'incersezione di due superfide corrispondend dei due fasci proietdvi, 
(??)> (^p)> ^he si ottengono quando il punto P descrive la retta /. In 
tal modo, si riconosce fadlmente che la superfide 2^ passa semplicemente 
per i 4(w — i)' punri doppi del fasdo (F) e per i 4(«' — i)' punti 
doppi del fascio (F') **). 

2. Se i due fasci (F), (F') sono dello stess'ordine, n, e apparten- 
gono alia medesima rete, indicando con F la superfide conjune a essi, 
si riconosce fadlmente che dalla superfide 2, si stacca la superfide F ***); 
ci6 che rimane d una superfide d'ordine 3 n — 2, la quale coindde con 
la superficie, S^ , definita dal prof. Guccia ****) come luogo dei punti 
di contatto dei piani condotti per / e tangend a superficie della rete. 
Infatd, se A t un punto di tale superfide residuale, ci sari una retta, 5, 
appoggiantesi a /, la quale d tangente a due, epper6 alle infinite super- 
ficie della rete passand per A, le quali cosdtuiscono un fascio : il piano 
s t sari tangente in A sl una e, in generale, a una sola superfide della rete. 

3. Ritornando al caso generale, se F, F, sono due superficie del 
fascio (F), dotate, in un medesimo punto dello spazio, di un punto 
(r)-plo ed (r')-plo rispetrivamente ; e se F', F[ sono due superfide del 
fascio (F') le quaU posseggano in 0, rispettivamente, un punto (p)-plo 
e (pO"Plo> supponendo che, tanto nell'uno che nell'altro fascio, i coni 
tangend in alle due superficie che li individuano siano generali e 
afiatto indipendend fra loro, proponiamoci d'invesdgare come si com- 
porta in O la superfide 1^ reladva ai due fasci e corrispondente alia 



*) Cfr. Guccia : Sur une question concernant, etc. [Comptes Rendus des s^nces 
de r Academic des Sciences, t. CXX (1895), pp. 816-819]. 
•*) Cfr. MiNEO, Nota citata. 
*) Cfr. MiNEO: Noia citata. 

*) Cfr. la mia Nota : Sopra una curva gobba, luogo di certi punti pardbo- 
lici, etc, [Rend. Circ. Mat. di Palermo, t. XII (1898), n° $], nella quale studio alcune 
propriety della superficie S£ , relativa a una rete di superficie e corrispondente a una 
retta £, riportando anche la costruzione di essa data, per la prima volta, dal profes- 
sore Guccia nelle sue lezionL 



••*' 
•*•*> 
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retta ty in dascuno dei seguenti casi: 

a) r' > r ; p' > p 

b) r' = r; p' > p 
r' = r; p' = p. 

Caso fl) r' ]> r ; p' > p. — Indichiamo con H^ , H^, i coni, d'or- 
dini r, r' risp., tangenti in O alle superficie F^ F^ y q con jfiT , iT , i 
coni, d*ordini p, p' risp., tangenti in alle superficie F', F[ . La super- 
ficie 9p , corrispondente a un punto generico P della retta t e relativa 
al fascio (F) ha in un punto (r + r' — i)-plo e ivi per cono tan- 
gente il luogo delle generatrici di contatto dei piani condotd per la retta 
PO t tangenti a coni del fascio 

dove TC, 7c^ ... w^_^ sono r' — r piani qualunque passanti per la retta 
PO **) o, anche, un unico piano contato r' — r volte. Si riconosce 
fadlmente cbe tale cono 6 indipendente dai piani ausiliari 77^,7^^,... 7c^_^ 
c gode di varie propriety, fra le quali importa notare le seguenti : 

I** passa per le rr* generatrici comuni ai due conii/^, H^,\ come 
pure per le generatrici di contatto dei piani passanti per la retta P ^ 
tangenti ai coni H^y H^,; 2° tra i piani passanti per b retta PO c 
tangenti a esso vi sono i piani determinati da P e dalle r r' generatrici 
comuni ai due coni //^, H^,; 3° per r' = r il cono, d'ordine 2r — i, 
relativo al fascio (i/J e corrispondente alia retta PO passa per PO e 
ha, lungo tale generatrice, lo stesso piano tangente del cono del fascio 
determinato da PO; passa, inoltre, semplicemente, per le r* generatrici 
base del fascio (i/J avendo per piano tangente, lungo una qualunque 
di esse, r^ , il piano individuato dai due raggi r . , P 0; passa, infine, 
semplicemente, per le 3(r — i)* generatrici doppie del tascio (//J. 

Analogamente, la superficie ^py corrispondente al punto P e rela- 
tiva al fascio (F')> possiede in un punto (p -j- p' — i)-plo e il suo 
cono tangente ivi 6 il luogo delle generatrici di contatto dei piani con- 
dotti per la retta PO e tangenti a coni del fascio 

essendo w^w^ ... 7^p'_p, p' — p piani arbitrari condotti per la retta PO. 



•) Essendo F, F, due superficie dello stess'ordine n, linearmente indipendenti, 

uno qualunque dd emboli (F), (F; F, ) serve a indicare il fasdo da esse individuato. 

♦•) C£r. GucaA: Teoria delle superficie (pp, etc. (Carte litografate, Teor. VI). 
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G6 posto, supponiamo che sia R una retta, ad arUtrio, condotu 
per e supponiamo che P descriva la retu f, non passante per 0. 
Avremo, allora, due fasci proietrivi (fp), (j^p\ degli ordini in — i, 
2 n' — I risp., e dotati risp. in di un punto base (r -}" ^' — i)-plo 
^ (P 4" P' — i)'P'o> 5 cui coni tangend ivi cosdtuiscono due fasd pro- 
jetdvi di conL 

La trasversale i? saril segata dalle superfide dei due fasd (f p)» (^p) 
secondo gruppi di puna di due involuzioni projetdve, i *,^, , /^,f_, , 
dotate risp. in di un punto base (r -f- ^' — i)-plo e (p + p' — i)-plo; 
per conseguenza dd 2(n-|-n' — i)pund comunia esse,r-j-'''+p-t-p' — * 
coinddono in *), dod la superfide 2, possiede in O un punto 
(r -I- r' + p + p' — 2>plo. 

I due fasd projetdvi di coni, risp. d^li ordini r-f-r' — 1> P+p' — 1> 
tangend in alle superfide dd due fasci (^p), (^p), genereranno un 
cono luogo delle generatrici comuni a due coni corrispondend; tale cono 
sari dell'ordine r -f- r' -}" P + P' — ^ ^> com*6 facile vedere, ogni sua 
generatrice ^ tangente in alia superfide 2^ . 

Tenendo presente la costruzione, data, nel piano, dal sig. De Fran- 
CHis, ddb curva luogo dd contatd di i^ ordine delle curve di due fasd 
generali **), si riconosce agevolmente che il cono tangente in O alia 
superfide 2^ non b altro che il luogo delle generatrici di contatto dd 

coni dd due fasci {HJU''\ //,,)> {K^TW'^ , K^,) Quogo dell'or- 
dine 2r' -{- 2p' — 3), quando da esso si stacchi il piano tO contato 
r' + p' — r — p — I volte. 

Riassumendo : 

Teorema I. — Dati due fasci di superficie (F), (f), degli ordini 
w, «' ; se (F) t dotato di un punto base (ryplo, 0, a cono tangente fisso, 
H^ , e contiene una superficie avente in un punto (r'yplo (r' ]> r), il 
cui cono tangente ivi, H^, , sia generate e affatto indipendenie dal primo; 
se, inoltre, (F') possiede in un punto base (fyplo a cono tangente fisso, 
K , e contiene una superficie dotata in di un punto (f'yplo, (p' > p), 
di cui indichiamo con K , il cono tangente^ pure generate e indipendtntt dal 
primo, 



*) Cfr. Cremona, Jntrodu^ione, n° $1. 

**) Vedi De Franchis, Sulla curva luogo di contatti d'ordine k, etc, n° i (qu< 
sti Rendiconti, t. X, 1896). 
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la superficU 2,, rtlativa ai fasci (F), (F') e corrispondente a una 
retia t (non passanie per 0) ba in O un punto (r + r' + p + p' — ^yplc, 
il cut cono iangenU t il luogo (residuale) delle generatrici di contatto dd 

com dei due fasci (H^fO^'-', //,0> (^p^"^ ^p')> ^^^ ^^' ^^^^^^^ 
1 0' indichiamo il piano i O contato I volte. 

Fra le gcneratrici del cono tangente in O alia superficie 2, sono eviden- 
iemente da comprendere le rr' generairici comuni ai coni H^ , H^, [generatrici 
base per il fascio dei coni tangenti in alle superficie del fascio (^p)], e 
fc pp' generatrici comuni ai coni K ^ K^, [base per il fascio dei coni tan- 
genti in alle superficie del fascio (^'p)] *). 

4. Se il punto O i base per uno soltanto dei due fasd, se p. es., 
nelle superiori ipotesi, £ p = o, p' = i, indicando con ir il piano tan- 
gente in O alia superficie del fascio (F'), individuata da O, e con Q il 
punto in cui tale piano incontra la retta t, la superficie 2^ , reladva ai due 
fasd (F), (F'), avri in un punto (/-{-r' — i)-plo e per cono tangente 
ivi il cono tangente in alia superficie 9^ relativa al fascio (F) e cor- 
rispondente al punto Q. Q6 si verifica facilmente considerando su una 
generatrice di questo cono le due involuzioni projetdve di punti^ ^L^if 
^l^^i ^^gP^^ su di essa dai fasci Qfp), (4^^) e osservando che, mentre 
la prima posdede in un punto base (r 4~ r' — i)-plo e contiene un 
gruppo per cui & punto (r -|- r')-plo, il gruppo corrispondente a 
questo nell'altra involuzione ha in un punto semplice. 

5, Caso b) (r' = r, p' > p). — In tal caso il fascio (F) ha in 
un punto base (r)-plo (r > o) i cui coni tangenti costituiscono un 
fascio di coni, (H^); il fascio (F') 6 dotato in di un punto base 



^ Nd caso in cui i due fasd sono dello stess'ordine e appartengono alia me- 
desinoa rete, supposto che questa abbia in un punto base (ryplo e conteuga un 
fasdo dotato in di un punto base (r')-pio, il quale contenga, a sua volta, una su- 
perfide P' per la quale O sia punto (r")-plo (0 < r < r' < r"), poich^ la superfide 
Zi si sdnde nella superfide comune ai due fasd e in una superfide residuale, E^ , luogo 
dei punti di contatto dd piani condotti per t e tangenti a superfide della rete (p? 2), 
risuiu dal Teorema I che la superfide S, ha in O un punto mulliplo dd grado 
f -^ r« ^ f f / ^- 2. (Vedi anche la mia Nota : Sopra una curva gohba, etc., Teor. II). 

Cosi pure, se o<<r<<r'^f", si riconosce analogamente che la superfide 
S, posstede in un punto multiplo dd grado 2(r' — i) + r (Cfr. la mia Nota su- 
detta, Teorema VI). 

Rmi. Ckt. MMim, PmUtwm, u XVIU (i9<h)- — StampAto U i8 tprile 1904. u 
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(p)-plo, a cono tangente fisso K , e contiene una superfide, F[ , aveate 
in O UQ punto (p')-plo, di cui indichiamo con K^ il cono tangente 
in 0. 

m 

Essendo P un punto generico della retta t (non passante per 0), 
la superfide <pp corrispondente a esso e relativa al fascio (F) ha in 
un punto (2r — i)-plo e il suo cono tangente i il luogo delle genera- 
crid di contatto dei piani passanti per la retta PO g tangenti a cool 
del fasdo (//^) *). La retta PO t una generatrice semplice di quest'ul- 
dmo cono. 

La superfide i|/p, corrispondente al punto P e relativa al fascio 
(F'), ha in un punto (p + p' — i)-plo e il suo cono tangente i^ 4 
il luogo delle generatrid di contatto dei piani condotti per la retta P 
e tangenti a coni del fasdo 

dove TC, , iCj , ... ic . sono p' — p piani condotti ad arbitrio per PO. 

Quando P descrive la retta /, le curve intersezioni delle superfide 
fp> 4^? gcnereranno la superfide 2^. Conducendo poi, per 0, una tra- 
sversale arbitraria R^ essa ssLtii s^ata dalle superficie dd due fasd (fp), 
(^p) secondo gruppi di punti di due involuzioni projettive /^'^, , /^,r_, , 
dotate risp. in di un punto base (ir — i)-plo e (p + p' — i)plo; 
nel punto O coindderanno, quindi, ^r-j-p-j-p' — 2 intersezioni di 
2, con la retta R^ do^ la superfide ^^ possiede in un punto 
(2r + p4-p'-2>plo. 

I coni tangenti in alle superficie dei due fasd projendvi (9p), 
(+p) costituiscono, alia lor volta, due fasd projettivi di coni, (i,^_,), 
(i r_,), d^li ordini 2r — i, p-f~P' — ^ ^^P- D ^^"^ tangente in 
alia superficie I>^ , essendo generato da tali due fasci projettivi di coni, 
passeri semplicemente per le p p' generatrid comuni ai due coni K , 
K^ [base per il fasdo {k f_^)] e, lungo una qualunque di esse, 5, avri 
per piano tangente il piano tangente alia superficie del fasdo Q f_^) 
che corrisponde nella projettiviti a quel cono deU'altro fasdo che 6 de- 
terminato dalla generatrice stessa. 

Indichiamo con if* il cono del fascio (i/J individuato dal raggio 
Sy e diciamo t il suo piano tangente lungo la generatrice 5 ; se P* d il 
punto in cui tale piano incontra la retta t, il cono tangente in O alia 



•) Cfr. GucaA, loco dt&to, Teor. VII. 
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superficie 9p. sari appunto il cono del fascio C^,^.,) individuato dalla 
retta 5 ; considerando poi la superficie ^p» , corrispondente a <fp* nel 
fascio (^p), il suo cono tangente passeri semplicemente per Sy e avri 
per piano tangente lungo tale generatrice il piano individuato dalle due 
rette P*0 ed 5 (n** 3), cio6 il piano t. Dunque il cono tangente in 
alia superficie 2, ha, lungo la generatrice 5, lo stesso piano tangente del 
cono del fascio (f/^) individuato dalla generatrice stessa ; osservazione 
questa che ci occorreri nel seguito. 

Fra le generatrici del cono tangente in alia superficie 2, , oltre 
le pp' generatrici comuni ai due coni K , K^y sono evidentemente da 
comprendere : i** gli r* raggi base del fascio di coni (fl^); 2^ le 3(r — i)* 
generatrici doppie del medesimo fascio; 3° i 2(r — i) raggi doppi del- 
Tinvoluzione di raggi traccia del fascio di coni {H^) sul piano tO *). 

Dunque : 

Teorema n. — Daii due fasci di superficie (F), (F'), degli ordini 
fly n' ; se (F) t doiato di un punio base (ryplOy 0, a cono tangente va- 
riabile in un fascio {H^); se^ inoltrey (F') possitde in un punto base 
(f)'plo, a cono tangente fisso generale, K y e contiene una superficie per la 
quale sia punto (f'yplo (p' > p) ^ cono tangente, K^, , generale e indu 
pendente dal primo ; 

la superficie 2, , relativa ai fasci (F), (F') e corrispondente a una 
retta /, non passante per 0, ha in un punto (^r + p + p' — ^yplo, 
il cut cono tangente t il luogo (d'ordine ir-^-if' — 3) delle generatrici 
di contatto dei coni dei due fasci 

quando da esso si stacchi il piano / contato p' — p — r volte. Tale 
cono possiede come generatrici semplici : 1°) le r* generatrici base del 
fascio di coni {H^)i 2°) le 3(r — i)' generatrici doppie del medesimo 
fascio; 3°) i 2(r — i) raggi doppi dell'involuzione di raggi, /', traccia 
del fascio (//^) sul piano tO; 4°) le pp' generatrici comuni ai due coni 



•) Cfr. GucdA, loco citato, Teor. XIV. 

^) Nd caso in cui i due fasd sono dello stess'ordine n^ e appartengono alia 
medesima rete, supponendo che questa possieda un punto base (r)-plo, O, a cono 
tangente variaUle in un fascio di coni d*ordine r, e contenga una superfide dotata 
tn O di un punto (r'^-plo (r'' > r), la superficie 2, si sdnde : nella superfide co- 
mune ai due fasd ; in una superfide, S, , d*ordine 3 n — 2 , dotata in O di un punto 
multipb del grado 2(r — i) -{- r'^ . (Cfr. la mia Nou dtata, Teor. IV). 
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6. Caso c) (r = r\ f = p'). — In tal caso i due fasd (F), (F') 
SOQO dotad in O, risp., di un punto base (r)-plo e (p)-plo i cui coni 
tangend sono variabiliin due fasd (//,)» (KX La superficie fp reladva 
al fascio (F) e corrispondente a un punto P generko ddla retta / (noo 
passante per 0) ha in un punto (ar — i)-pio, il cui cono tangente 
ivi 6 il luogo delie generatrici di contatto dei ptani passand per la retu 
PO e tangend a coni del fascio (i/J. Analogamente la superficie iip 
corrispondente al punto P e relativa al fascio (F') ha in O un punto 
(ap — i)-plo ed ha ivi per cono tangente il luogo delle generatrici di 
contatto dei piani condotd per PO e tangend a coni del £iscio {KX 
I due coni tangend in alle superficie fp, ^p possiedono entramU 
come generatrice semplice la retta PO. Quando il punto P descrive la 
retta t^ la curva interseziooe di due superficie fp, ^p corrispondend 
genereri la superficie 2, , la quale, nel caso in esame, sari evidentemente 
dotata in di un punto (^ir-^-i^ — 2)-plo. 11 suo cono tangente ivi 
si scinde : nel piano < ; in un cono residuale, d'ordine 2 r -{- 2 p — 3, 
il quale non & altro che il luogo delle generatrici di contatto dei coni 
dei due fasci (if J, (/fp). Dunque : 

Teorema in. — Daii due fasci di superficie (P), (P') dotali in 
risp. di un punio base {/yplo e (jfyplo, i cui coni tangenU sono variabiU 
in due fasci (if,), {K^ ; 

la superficie 2, relativa at fasd (P), (P') e corrispondente a una 
reita t, non passanie per O, possiede in un punto (2 r -f- 2 p — ^yplo, 
il cui cono tangente si scinde : 

nel piano 1 0, 

nel luogo delle generatrici di contatto dei coni dei due fasci (^H), 

(^p •)• 

7. In ciascuna delle ipotesi a), i), c) si potrebbe, con ragionamend 
analoghiy esaminare dei casi di eccezione, sui quali non credo opportune 
insistere. 



^ Nel caso in cui i due (sLsd appartengono alia stessa rete douta in O di un 
punto base (r)-plo tale che il cono tangente ivi alia superficie generica genera una 
rete di coni [iC], la superfide 2, si scinde : nella superficie comune ai due fasd ; in 
una superfide residuale, H^ , dotata in O di un punto muldplo dd grado jr — a 
(Cfr. la mia Nota piti volte dtata, Teor. VIII). 
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8. In ciascuna delle ipotesi a), t), c), cerchiamo come si comporta 
in la curva gobba, 0, luogo dei piinti di contatto delle superficie del 

due fasd (F), (>^0- 

Caso a). — Assumendo due rette /, /' che, per maggiore sempliciti, 
supporremo s'incontrino in un punto Qy si costruiscano le superficie 
2f, 2fr corrispondenti a esse e relative ai due fasci. Tali superficie 
avranno entrambe in un punto (r + r' + P + P' — 2)-plo e fra le 
tangenti comuni ivi sono da comprendere : le rr' generatrici comuni ai 
coni H^, H^,; le pp' generatrici comuni ai coni jfiT , K ,; le (r -}- ^' — i) 
(P "I" P' — ^) generatrici comuni ai due coni tangenti in alle due 
superficie 9q9^q'^ curva gobba intersezione completa delle due super- 
fide 2,, 2,/ avri in un punto multiplo del grado (^ + r'-}-p + p' — ^y. 

Intanto le due superficie 2,, 2,^, entrambe dell'ordine 2(n-\-n' — i), 
hanno in comune *) : 

i^ la curva 11, d'ordine 2n + 2«' — 3, luogo dei contatti di 1° 
ordine delle curve dei due fasci (C), (C), tracce sul piano //' dei due 
fasci (F), (f ') ; 

2^ la curva A, d'ordine (2« — i)(2«' — i), intersezione com- 
pleta delle due superficie f^, ^q; tale curva possiede in un punto 

[(r -f- ^' — ^)(P"l"p' — ^)]"P^^ ^^ ^^ i^ P^^ tangenti le generatrici 
comuni ai due com tangenti in alle superficie f ^ , ^q; 

3^ la curva 5, d'ordine n*, base del fascio (F), dotata in di 
un punto (rr')-plo e avente ivi per tangenti le rr' generatrici comuni 
ai coni ff^, H^; 

4^ la curva B\ d'ordine n'* , base del fascio (F'), la quale possiede 
in un punto (pp')-plo ed ha ivi per tangenti le pp' generatrici co- 
muni ai due coni K , K^\ 

5**) la curva 0, luogo dei contatti di i** ordine delle superficie dei 
due fasci (F), (F'), la quale h dell'ordine 
4(n + „' _ i)« — (2n — 2n' — 3) — (2 w — i)(2n' — 1) — n' — n' 

= 3(»* + n'* + 2) + 4(nii' — 2n — 2nO 
e passa per con 

(r + r' + p + p'-iy-Cr + r'-iXp + p'-O-rr'-pp' 

= r;+r'*+P*+p"+rr'+PP'+(r+r')(p + p')-3(r+r'+P + p'-i) 
nuni *). 



*) Cfr. MmBO, Sulla cmrva gobha, etc^ n^ i e f* 
*) Pd cuo piTticoiare: nf zsi^ p = o, f'sxt* ^ 
suptrfcU f p , etc (Teor. XIII). 
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Riassumendo dunque : 

Teorema IV. — Dati due fasci di superficie (F), (F'), degli ordini 
fly n* ; $t (F) h dotato di un punto base (r)'pl0y 0, a cono iangente fisso, 
H^ , e contiene una super ficie avenie in un punio {r'yplo (r' > r) , il 
cui cono iangente ivi, H^, , sia generate e affattj indipendente dal prima ; 
se, inoltre, (F') possiede in un punto base (?)-/?/(? a cono iangenU fisso, 
K , e contiene una superficie per la quale sia punto (f'yplo (p' > p) 
a cono tangente generate, K t , indipendente dal prinw ; la curva O, luogo 
dei contatli di i° or dine delle superficie dei due fasci (F), (F') passa per 
con 

'•' + r" + p' + p" + rr'+pp'+(r + r')(p + p')-3('-+r'+p-l-p'-i) 
rami. 

9. Caso t). — Assumendo, come nel numero precedente, due rette 
/, /' (non passanti per 0) e supponendo che s'incontrino in un punto 
Qy le superficie 2^ , 2^, , corrispondenti a esse, avranno entrambe in 
un punto (2r -}- P -{- p' — 2)-plo e ivi per tangenti comuni : gli r* raggi 
base del fascio di coni (/i J ; le 3(r — i)' generatrici doppie dei mede- 
simo fascio di coni; le (2r — i) (p -}- p' — i) generatrici comuni ai 
due coni, corrispondenti, tangenti in alle due superficie 9^ , ^^ ; le 
p (p -)- 2 r — 3) -{- p'(p' "i" ^ ^ — 3) generatrici di contatto dei coni del 
fascio (H^) tangenti ai coni K^y K^t *); le pp' generatrici comuni ai 
coni K y K f. E qui bisogna notare che ciascuna di tali rette dev'essere 
contata due volte. Infatti dal ragionamento fatto nel n** 5 si deduce che, 
lungo ciascuna di tali generatrici, i due coni tangenti in alle super- 
ficie 2^ , ^^t si toccano, avendo per comune piano tangente lo stesso 
piano tangente del cono del fascio (Ji^ individuato dalla generatrice 
stessa. 

La curva gobba intersezione completa delle due superficie 2^ , 2^, a- 
vra, quindi, in un punto multiplo del grado (2r-f-p-f-p' — 2)*, e, 
poichd da essa si stacca : 

1°) la curva U, non passante per 0; 



•) Se a 6 una tale generatrice e t il comune piano tangente a un cono, H' , del 
fascio ( i/^ ) e al cono K^ , per esempio, lungo quella generatrice, tale piano incontra 
t in un punto A\ i coni tangenti in O alle due superficie ^^, ^^, relative ai due 
fasci e corrispondenti ai punto A, hanno la retta a per generatrice comune. 



SOPRA ALCUNI PROBLEMI DI CON TATTO RELATIVI A SUPERFICIE, ETC. 1 75 

2*^ la curva 1, intersezione completa delle superficie ^g, ^'q* ^^ 
quale passa per con (2r — i)(p + p' — i) rami, le cui tangenti sono 
le generatrici comuni ai coni tangenti in alle superficie ^g, ^q; 

3") la curva 5, d'ordine w* , base del fascio (F), la quale passa 
per O con r* rami ivi tangenti agli r* raggi base djl fascio (//^) ; 

4**) la curva 5', d'ordine w'* , base del fascio (/*'), la quale pos- 
siede in un punto (pp')"Plo, avendo ivi per tangenti le generatrici 
comuni ai due coni jfiT , K ,; 

ne segue che la curva 8 passa per con 

(2r + p+p'-2y-(2r-i)(p + p'-i)-r^-op' = 3(r-iy 

+ p(p + 2r— 3) + p'(p' + 2r — 3) + pp' 

rami, ed ha ivi per tangenti: 

I**) le 3(r — i)' generatrici doppie del fascio di coni (H^); 

^^) ^^ P (P + ^ '^ "" 3) + P' (p' + 2 r — 3) generatrici di contatto 
dei coni del fascio (ff^) tangenti al cono K e al cono K ,; 

f) le pp' tangenti in alia curva base del fascio (F') *). 

Dunque : 

Teorema V. — Dati dm fasci di superficie (F), (F'), degli ordini 
«, ft' ; se (F) t dotato di un punio base (ryplo, 0, a cono tangenie va- 
riabiU in un fascio {H^ ; se, inolire^ (F') possiede in un punto base 
(pyplOf a cono tangente fisso generaky jfiT , e contiene una superficie per 
la quale sia punto (jf'yplo (p' > p) ^ cono tangente, K^, , generate e 
indipendenU dal primo ; 

la curva 0, luogo dei contatii di 1° or dine delle superficie dei due 
fasci, passa per con 

3(''-iy + P(P + 2r-3) + p'(p' + 2r-3) + pp' 

rami, ed ha ivi per tangenti : 

m 

le 3(r — i)' generatrici doppie del fascio di coni {H^); 
le p (p -f" 2 r — 3) -{- p' (p' + 2 ^ — 3) generatrici di contatto dei coni 
del fascio {H^ tangenti al cono K e al cono K , ; 

k pp' tangenti in alia curva base del fascio (F'). 

10. Caso c). — In questo caso, le superficie 2,, 2^, corrispondenti 
a due rette incontrantisi in un punto Q avranno entrambe in un 



^ Per 11= I , r = I , cfr. GucaA, loco dtato, Teor. 7LP* 
p^ =: I , cfr. GucoA, ibid., Teor. XV. 



[2r + ap — a)-plo; i loro coni langenti in lianno in comunc 

: -dine 2r -|- 2p — 3 , luogo dellc generacrici di coDtatto dd 

m due fasci (//,), (KJ ; per conseguenza la curva gobba iniersc- 

plcta dcUc due supcrficie 2 , 2,. avril in O un punto multiplo 

t ^ 

_ -a)' + C2r+2p — 3) = 2Cr-)-p— i)(2r+2p— l)-I. 

« ncOQosce immediatamenie, ailora, cbe la curva d, luogo da^ 
a i" ordine delle superficie dei due fasci (F), (f) passa pe^^ 

aCr + p— I) C2r + 2p-i}-i - r' — ?' -(2r - i) (2p-l)^ 
-3C'-' + P*) + 4(^P-'--p) 
imi •). 

Duiique : 

Tkorema VI. — Dati Jue fasci 4i superficie (F), {f) dolati in 
>. di un punlo base Cr)-^o e (^yplo, i cui coni tangenti sono variaith 
due fasci, (H ). (K^) ; 
la curva, 6, luogo dei contatti di t" ordine deiU supcrficie dei he 
passa per con ^^^M 

3('"+f')+4('-p-'--p) m 



1 1 . Nel caso in cui i due fasci (F), (f ) sono de!lo stess'ordint 
R e appartengono alia medesima rete [F], itidividuata dalle tre superfick 
F, F', F" lincarmente indipcndenii, si puu immediatanieiUc deierminaie 
il niodo di coniportarsi della curva gobba, /,(,_,,! , Jacobiana della rete, 
in un punto base miiltiplo ordiiiario della rete stessa, tenendo presenu 
che b /t(._,,i ptio oieeiiersi come parziale intersezione di due superfiae 
Sj , H,, , corrispondenti 3 due rette I, /' incontrantisi in Q (a" 2), 
quando dalla intersezione completa si tolga la curva, ;,„_,|, Jacobiana 
della rete di curve piane, iraceia della rete [F] sul piano 1 1', e la curva 
intersezione delle due superficie 9^ , ^q relative ai due fasci (Ff), 
(^FF") e corrispondenti al punto Q, la quale, in tal caso, si speza: 
nella curva di coiitano Cq, d'ordine h(« — i), del cono di vcrticc Q 



, p ^ 1 , cfir. GiTcciA, ktco di 
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drcoscritto a F; in una curva residuale, Tg, d'ordine $n(n — i)+i 
k quale non giace sulla superficie F, ma passa per Q *). 

Cosi, p. es., supponendo che la rete [F] sia dotata di un punto 
base (r)-plo 0, contenga un fascio, (F'), dotato in di un punto base 
(r')-plo, il quale contenga, a sua volta, una superficie F" per la quale 
sia punto (r")-plo, ricordando che nella ipotesi o <^r <^r* <lr" la 
superficie S^ , corrispondente a una retta arbitraria non passante per 0» 
possiede in un punto (r4-''' + ^" — 2)-plo (Teor. I, nota), si rico- 
nosce facilmente che la curva J^^^^^)% passa per con 

^ + '''^ + r"^ + rr' + rr'' + rV" — 3 r — jr' — jr" + 3 
rami. 

Con metodo analogo si pu6 determinare il modo di comportarsi 
della sudettta Jacobiana in ciascuno dei seguenti altri casi: 

o < r = r' < r" ; o < r < r' = r" ; o < r = r' = r". 

1 2. Dal Teorema IV, per p = : 

Dati due fasci di superficie (F), (F'), degli ordini n, n' ; se (F) t 
individuato da due superficie F, F^ le quali hanno in un medesimo punto 
0, risp., un punto (ryplo ed (r'yplo (r' > r), i cui coni tangenti sono 
generali e affatto indipendenti fra loro ; se (F') contiene una superficie 
dotata in di un punto (p'yplo; la curva 8, luogo dei contaiti di i** 
ordine delle superficie dei due fasci, passa per con 

r' -I- r'' + p" 4. r r' + (r + r') p' — 3 (r + r' + p' — i) 
rami. 

13. Dal Teorema V, per p = o: 

Dati due fasci di superficie (F), (F'), degli ordini n, w' ; se (F) t 
dotato di un punto base (j)-plOy 0, a cono tangente variabile in un fascio 
(if^); se, inoltre, (F') contiene una superficie dotata in di un punto 
Cp'yplo; la curva 0, luogo dei contatti di 1^ ordine delle superficie dei 
due fasci, passa per con 

3(r_iy + p'(p'4.2r-3) 

rami, le cui tangenti sono : 



^) Vedi la costruzione della curva gobba Jacobiana di una rete generale di su- 
perficie di ordine «, data dal Prof. GucciA, la quale trovasi riportata nel n° 2 della 
mia Nota giii dtata. 

R§md, Cirt, hUum. P»Urmo, t. XVIII (1904). — Sumpato U 19 aprile 1904. aj 



1°) le 3(r — i)' generatrici d^ppU dd Jascia di com (W,); 
2°) le p'(p' + 2r— 3) gentratrici di coBlalto da coni delfaici<){H^ 
ta$^tnti al cono Kj . 

14. Sia dato un fasdo di superficie (F), d'ordine r, dotaio & in 
pimto base ('')'pIo 0, a cono tangente 6sso generale, e che coodene 
una superficic, F, , avenie io un punco Cr')-plo (r' > r) a cono pt 
riineiiti geoerale e indipendentc dal primo; sia data, poi, una superiicie 
F', d'ordine n', doiata in O di irn punto (p')-plo. Assumendo uui io- 
perficie ausiliaria F\ , d'ordine «', non passanie per O, si costruisa It 
curva © relativa ai due fasd (f ), (F') ^ (F', F^). Tale curva, d'ordine 

3 (m- + n" + 2) + 4(k «' - 2 n — 2 «') 
incontra la curva B', d'ordine n" , base del fascio (f) in 

pnnti *), c passa per O con 

'■' + '-° + i>" + rr' + (r + rOp'-3(r + r' + f'-0 
rami (n" 12) i quali, in generale, non toccano in O la superficie F.l 
punti comuni a 8 ed f, oltre 0, e oltre i punti coiiiuiii a 6 e S' som, 
duoque, in numero di 

»'[3{«' + ""+2) + 4(»«'-2»-2,')]-2,--{.+ «'-j) 

-P'['-' + '-" + f" + "' + (r + r')f'-3(' + '- + f'-01 

= "■[("■ -0" + j(«-0' + 2(" -■)("•-■)] 

-P'l'-' + '- + p- + rr' + (r + r')p'-j(r + r' + p'-i)l. 
E poicht essi sono punti di contatto di superficie del fascio (F) tangeM 
alia superficie F' in punti diversi da O, ricordando che un fasdo disfr 
perficie, generale, d'ordine n contiene 

»■[("•- 0" + 3 (« - 0' + 2 {«-■)(»■- ■)] 

superficie tangcnti a una superficie generale d'ordine n', possiamo ensfr 
ciare il 

Teorbma Vn. — Un punto (f')-plo 0, a cono tangcnte generak, ik 
una superficie algebrica, F', abbassa di 

p' ['■+'"+ p" +"■■+('+'■■) p' - 3 ('•+'■■+ p' - 01 

uflttd il mmero dcllt superficie a tssa tangenSi in un fascio avenU tn 



*) Vedi, per es., la mia Nota : Sulla suptrficit luogo dn conialti di i" 
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un punio bast {r)-plo a cono tangtnU fisso generale e che contietu una su- 
per ficit doiaia in di un punto {r*yplo (r' > r) a cono tangentt generale 
e indipendenie dal primo *)• 

15. Ragionando in modo analogo, e tenendo present! i n' 13 e 14, 
si ricava il 

Teorema Vin.— Un punto {p'yplo, 0, a cono tangente generale, di 
una superficie algebrica P, abbassa di 

P'[3(''-ir + (p' + 2r-3)(p'+i)] 
unitd il numero delle superficie a essa tangenii in un fascio avenie in 
un punto base {fyplo a cono tangente variabile in un fascio generale d'or- 
dine r **). 

S 2. 

Numero deUe superficie di un fascio tangenti alia curva gobba 
intersezione completa di due superficie d'ordini n, m, do- 
tate, in un medesimo punto, di singolaritit qualunque. 

ESEMPI. 

16. Siano F^, F^ due superficie algebriche degli ordini n, nt ri- 
spettivamente («^w) e sia F^^ una superficie arbitraria dell'ordine 
n — m; si consideri poi un fascio generale, (F'), di superficie d'ordine n\ 



*) Per ft := I, r = o, r' := i si ritrova I'abbassamento prodotto da un punto 
(p')-plo, a cono tangente generale, nella dasse di una superficie. 

••) Per if=:i, r = i, cfn GucciA, loco citato, Teor. XVI. I risultati contenuti 
in questo numero e nel seguente si potrebbero ricavare come casi particolari di un 
altro pid generale contenuto nella Nota del prof. Segre, Intorno a un caratttre dtlle 
superficie t delle varietd superior i algebriche [Atti della R. Accademia delle Scienze di 
Torino, t XXXI (1895-96)]. Tale risultato si pub enundare come segue: Essendo 
data una superfide algebrica F e in essa due fasd di curve (irreducibili) (y), (yO in- 
tersezioni di F con due fasd di superfide algebriche ; essendo />, p^ i generi dei due 
£asd ; 9, 9' i numeri dei punti base (a tangenti variabili) ; $, S' i numeri dei punti 
doppi, fuori dd punti base e dd luoghi (eventuali) di punti multipli delle curve gene- 
riche dd due i2sd\ si trova essere 

8 — <T — 4/> = S' — <t' — 4/>/. 
Indicando con P questo carattere della superfide, si pub dire che il numero delle su- 
perfide tangenti a una superfide data in un fasdo di superfide la cui intersezione 
variabile con questa abbia ii genere p e abbia 9 punti fissi (semplid o multipli) h dato 

daiU fonnola 

8 = a + 4^ + P. 
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Indichiamo con B U curva, d'ordine n', base del fasdo 

e con B' la curva, d'ordine n" , base del fascio (F'). 

La curva B risulta coiiiposta : di una curva, C^,, d'ordine »ni,io- 
tersezione completa delle due superficie F, , F_ ; di una curva resiiimle 
r,(._„) J d'ordine k (n — w), cotale intersezione di F. , F,_^ , Si iaJidii 

con A^,,__^| la curva, d'ordine m (« — «i), intersezione compleo Ji 

t^ , F^^ , ogni punto della i^uale i doppio per una superficie de! fascio 

(F). Assumendo due rette I, (' che, al solito, per maggiore sempticiii, 

iporremo s'incontriuo in un punto Q, costruiamo le due superficie 

i, , S,. , relative ai tasci (F), (F') e corrispoudenti alle retlc /, I'. 

Le super6cie 2, , 2,, , eiitrambe dell'ordine 2 m -j- 2 h' — 2, hanno 
in comune : i°) la curva composta B; 2°) la curva B'; f) la curi,-! A 
intersezione completa delle due superficie ?2 > Iq i corrispondenti al punw 

relative ai due fasci (F), (F'); 4") la curva U, luogo dei punadi 

utto d« due fasci di curve tracce dd due fasci (F), (F') sul piano . 

il'. Lioltre un puuto qualuoijue, O, della A^j.^^,, essendo doppio pei-| 

una superficie del fascio (F), sari punto semplice tanto per £, cbe peri 

X,. (n" l); per conseguenza la curva A^|__^, fa parte dell'intersezionc in 

queaie due superficie, le quali s'incontreranno ulteriormente secondo onH 

curva 6' dell'ordine * 

(2n4-2H'— 2)'— h' — «"— (2« — 1X2"' — i) — (2K-J-2M' — j) — m(n — m) 

^3C'*'~I~'*"~I~2)H"4C'"'' — 2" — 2"') — '"C" — '") J 

luogo dei coDtatti di 1° ordine delle superficie dei due fasci (F), (F'). 

Poichd le due superficie 1,, S,, hanno in comune due curve, C'„, e r_ _^, 

d'ordini mn, n(n — m), di ranghi mn(m-J-« — 2) c >i(n — m)(^2n — m — 2), 

con nm(n — m) punti comuni, i quali sono doppi per ciascuna delje due 

superficie, ne segue che I2 residua intersezione di S, e £,. , oltre C_ e 

r_,,_^, incontra C_ ') in 

/ I ' \ r I "'"(n-l-m — 2) "I , 

«m(4«4-4« —4} — 2 nm-\-~-^ — '— ^ — 2kw(« — «) 

= flm(4«'-f-n + m — 4) 
punti, all'infuori dei punti comuni a C^_ e r,,__p e 
per dascuno di essi punti. 



>n due rany 



*) Cfr. NOther, SulU curvt multiple di suptrfia* olgtM 
ica, L V (jcrie II), 1871]. 
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£ potcb£ O e & incontraQO C„ complcssivamente in 
(2«' — i)mn-\-mn-^2mnn' 
piind, e A_,,__, la incontra nd punti comimi a C^ e r_,^^, (che abbiamo 
esclusi), ne se^ue che 0' incontra C„, [oltre i pund comuni a C„ e 
'f.iM.i > f*"" ' <i^^^ passa sempliceaiente], in 

nm(4n'-|-«-|- m — 4) — in'nm 
= m«(2w' + n + f» — 4) = 2(m««')+2CKp- i) 
punci, essendo it il genere di C„ . Questt sono evidentemente pund di 
conuno di superficie del fascio (F') tangeod alia curva gobba d'ordme 
mn e del rango mri(m-{-n — 2), interseziotie completa di due superficie 
d'ordini n, m. 

Analogamente 8' incontra r^„_., in 

n(n — wi)(2n — m-{-2n' — 4) pund. 
Si ha, penanto, la nou proposizione : 

In un fascio di superficie d'ordirte n' vi sono 

mn(2»' + « + m — 4)=2(mn«')-f 2(np— 1) 
superfick iangtnti alia curva gobba, d'ordine mn, del rango mn(m-\-n — 2), 
del genere it , irUerse^tone completa di due superficie d'ordini n, m. 

17. Siano date due superficie F, , F„ , d'ordini n, m (n X m), le 
quali possiedano in uno stesso punto O dello spazio delle singolariti 
qualunque [«], [t] *). 

Per determinare I'abbassamento prodotto da tali singolaricil nel nu- 
mero delle superficie di un fascio (F'), d'ordine n', tangend alia curva 
gobba interseziooe completa delle due superficie F, , F^ , coasideriamo 
una superficie ausiliaria, F^^ , d'ordine « — me non passante per O, 
e costruiamo la curva gobba B' reladva ai fasci 

La curva ©' i dell'ordine (n° 16): 

3(«*-|-«" + 2)-}-4(«n' — 2« — 2«') — m(n — m); 
possa scmplicemente per i pund di contatto delle superficie del fascio 
(F') tangend alle due superficie F^ , F^ ; incontra la curva C„, nel punri 



*} Q metodo seguito in quesu ri cerea t'B lUB— IPMdMeMto dal prof. Guccia 
odia i\a Nota : Sur une qutslm 
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di contatto delle superficie del fascio (F') tangenti a essa curva che, come 
abbiamo visto, sono in numero di 

a) mn(2n' -j-n-j-^ — 4)* 

Indichiamo con : 

V Tabbassamento che ii punto produce nel numero a); 
c (y) Tabbassamento prodotto dalla singolariti [(x] ([t]) nel numero 
delle superficie del fascio (F') tangenti alia F^ (alia FJ); 

i (i') il numero delle intersezioni riunite in della curva gobba 
8' con la superficie F^ (con la superficie F^). 

Poichfe la superficie ausiliaria I\__^ non passa per 0, le singolariti 
che le due superficie F^ , F^ hanno in questo punto, non eserciteranno 
evidentemente alcuna influenza nt sul numero dei punti d'intersezione 
di O' con r^(^_^), n6 su quello dei punti d'intersezione di C^^ con r^^^.,- 
Le intersezioni di 0' con F^ , oltre 0, oltre ai punti comuni a 0' e 
alia curva r^(^_^, e oltre ai punti comuni alle curve C^^ e T^^^^, sono : 
o punti di contatto di superficie del fascio (F') tangenti a F^; o punti 
di contatto di superficie del fascio (F') tangenti alia curva C^, . Per con- 
seguenza avremo : 

m » (2 n' -f- n -f- w — 4) — v 

= {n[3 (w' + ^" + 2) + 4(n h' — 2 « — 2 n') — m(n — m)] — i\ 

-{«[(n-iy+3(n'-ir + 2(«-i)(n'-i)]-cl 

— n(n — m) (2 n — tn-\' m' — 4) — inn{n — w), 

donde 

t; = i — c, 

Analogamente le intersezioni di 0' con F^ sono: i®) i punti di contatto 
di superficie del fascio (F') tangenti alia F^ stessa ; 2°) i punti di con- 
tatto di superficie del fascio (F') tangenti alia curva C^^ ; 3°) i punti d'in- 
tersezione di C^^ con A^(^_^j (che sono gli stessi dei punti d'intersezione 

^ ^mn ^0° ^n[n-m))'y 4°) ^ P^^^ ^^ coutatto di superficie del fascio (F') 
tangenti alia curva A^^^^j, d'ordine m(n — m), del rango m(w — w)(«— 2). 
Avremo dunque : 

mn(2n'-f~w-{-^ — 4) — v 

= l^[3 («' + «" + 2) + 4(w«' — 2« — 2 n') — w(n — m)] — V\ 

-{m[(m-iy+3(«'-i)^ + 2(m-i)(r/'-i)]-.Y} 

— m (« — m) (w + 2 n' — 4) — w w (n — m), 
da cui 

v = r — y. 
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Si ha dunque: 

Teorema IX. — Se F^ , F^ sono due super fide algebriche d'ordini n^ 
m, k quali possiedono, in uno stesso punio dtllo spa:^io, due singolaritd 
qualunque [(x], [t], Vabbassatnento prodoito dal punto nel numero delle 
superficie di un fascio generale d'ordine «' iangenii alia curva gobba inter- 
se^one completa delle due superficie, t egualc al numero delle interse:^ioni 
confuse in della superficie F^ (della superficie F^) con una curva O', 
diminuito dalVabbassamento che la singolariici [^y], C[t]), produce ml numero 
delle superficie del fascio (F') tangenii alia F^ {alia F^). 

ESEMPI. 

i8. Le singolarid [<xj, [t] siano due punti multipli ordinari, rispet- 
tivamente (p)-plo e (p')-plo (p' ^ p) tali che i due coni tangenti in 
siano affatto generaU e indipendenti fra loro. Supponiamo inoltre che 
il fascio (F') abbia in un punto base (r)-plo a cono tangente fisso 
generale, e contenga una superficie F^ per la quale sia punto (r')-plo 
(r' > r) a cono tangente generale e indipendente dal primo. 

In tali ipotesi, la curva 0' ha riunite in 0, p. es. con la superficie 
Pn (n» 8) : 

i=p[r'+r"+p»+p"+rr'+pp'+(r+rO(p+p')-3(''+'-'+P+P'-0 

intersezioni (non essendovi tangenti comuni) ; Tabbassamento nel numero 
delle superficie del fascio (F') tangenti alia F^ sari espresso da (n° 14) : 

c = p[r' + r" + p' + rr' + (r + r')p-3(r + r' + p-i)], 

quindi 

x; = t — Y = pp'(p + p' + r + r'-3) *). 

Dunque : 

Teorema X. — Se F^ , F^ sono due superficie algebrichey di ordini 
If, m, k quali possiedano in uno stesso punto dello spa:^o un punto 
(jfyplOy (f^yplo risp.f Vabbassamento prodotto da tale singolaritd nel nu- 
mero delle superficie di un fascio tangenti alia curva gobba interse^ione 
completa di F^ , F^ , neWipotesi in cui il fascio sia dotato in di un 
punto base (fyplo a cono tangente fisso generale e contenga una superficie 
aventc in un punto (r'yplo a cono tangente generale e indipendente dal 



•) Per il caso particolarc : «' = i , r = o , r' = i , cfr. GucciA, Sur une quc- 
siiou concernani, etc. 
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primo, t espresso dal numero 

PP'(P + P' + '' + r'-3). 
Con metodo perfettamente analogo si perviene ai teoremi seguend : 
Teorema XL — Se un punto dello spaT^io k (jfyplo per due super- 
fide d*ordini «, m, i cut coni tangenti in siano generali e affatto iudi- 
pendenti fra lorOy I'abbassamento prodotto da tale punto nel numero delle 
superficie di un fascio tangenti alia curva gobba interse:^ione completa delle 
due superficie^ nella ipotesi in cui il fascio abbia in un punto (y)'plOy 
a cono tangente fisso generaky e contenga una superficie dotaia in O di 
un punto (r'yplo (r'>r) a cono tangente generale e indipendentt dal 
primo, t espresso da 

p'(2p + r + r'-3)*)- 
Teorema XII. -- Se un punto dello spaT^io t {^yplo, {f'yplo risp. 
(p' ^ P) P^ ^^ superficie d*ordini n^ m, i cui coni tangenti in siano 
generali e affatto indipendenti fra hrOy I'abbassamento prodotto da tale 
punto nel numero delle superficie di un fascio tangenti alia curva gobba 
intersexione completa delle due superficie, nella ipotesi in cui il fascio abbia 
in un punto base (j)'plo a cono tangente variabile in un fascio di coni 
d*ordine r, t dato da 

PP'Cp + p' + ar-i)**). 

Teorema XIII. — Se un punlo dello spa:(io t (?)-p/o per due su- 
perficie d'ordini n, m, i cui coni tangenti in siano generali e affatto 
indipendenti fra lorOy I'abbassamento prodotto da tale punto nel numero 
delle superficie di un fascio tangenti alia curva gobba interscT^ione completa 
delle due superficie, nella ipotesi in cui il fascio abbia in un punto base 
(ryplo a cono tangente variabile in un fascio di coni d'ordifie r, t espresso da 

Torino, novembre 1903. 

L. Lo Monaco-Aprile. 



•) Pel caso particolare : «' = i , r = o, r' = i , cfr. Gucci a, Carte litogr, del 
1895, Teor. XXV. 

••) Per «' =: I , r ^ I , cfr. GucciA, loco dt., Teor. XIX. 
•••) Per «' =: I, r =: I, cfr. Guccia, loco cit., Teor. XXIII. 



SOPRA L'INVERSIONE DEGLI INTEGRALI DEFINITI. 

Nota di Luigi Trafelli, in Roma. 



AdoiuniA del lo gennajo 1904. 



Abel nel 1823 scoprl una formula geniale, e pose il problema co- 
nosduto in anaiisi sotto il nome di Problema d'inversione dtgli inUgrali 
defimti. 

Di esse nel campo reale, in una serie di smdj pubblicad nel 1896 
e 1897, ha dato la soluzione il prof. Volterra, supponendo certe con- 
diidoni poco restrittive circa la continuid e I'ordine d'infinito delle fun- 
zioni, che compariscono nei calcoli. Recentemente il Fredholm richia- 
mava Tactenzione dei matemadd sopra tali quesdoni, poich^ riconduceva 
il problema famoso di Lejeune-Dirichlet a un caso d'inversione. 

Prima delle pubblicazioni del prof. Volterra si hanno parecchie 
interessand applicazioni della formula d'A^EL, ma certo non si sorpas- 
sarono i limid di essa che in una memoria Sur la gitUralisaiion d'unt 
formule (TAbel del Sonike, stampata il 1884 negli ((Acta Mathemadca». 

Nella mia tesi di laurea, occupandomi appunto del problema d'in- 
versione, ho in un capitolo facta un'estensione della formula del Sonine, 
e questa esporr6 nella prima parte della presente Nota. 

Nella seconda parte poi estendo una formula d'inversione dimostrata 
dal prof, Volterra (Annali di Matemadca, serie II, vol. XXV, 1897). 

PARTE L 
I. n SoNiNE si propose di generalizzare la formula trovata da Abel : 

^ ^ ^ -^ Jo (^ — ^) Vo (^ — 

EgU dimostr6 che: 

JUai. Girc hUUm, FmUrm; t. XVIII (1904). — Sumpato il 19 aprile 1904. 24 
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Essendo 

sc prendtamo : 

?(>)= ! + «.> + «,/+ |-c«^" + 



9(y) 

s'avri la formula (generalizzazione di quella d'AsEL) : 

in cui: 

^* c^x"* , , V ^^* d«x* 



a(x)==X-^y— 7^^= r- , d;(x) = X-^> „/* ^ , 

tnn/^o 2e t^u^ equivaUnU: 

F(y)=^ J <f(x)^(y — x)dx, 9(y) = J F(x)<t(y — x)dx 
(formule d'inversione). 

2. lo xni propongo di studiare il caso in cui: 
/ sia funzione di n variabili : 

y C^i> ^if • • • > 0> 
^ sia funzione di n coppie di variabili: 

Hx^ — \^ x, — \, ..., *« — \), 
9 sia funzione di n coppie di variabili: 

<^(\ — 5,* \— ^,, •..> \-o. 

ricercando la forma delle funzioni ^ e v, per cui sussista la : 

•/a, •/a, t/a^ 

(a) i=rd\rd\... rd\j(x,-\, ...,x,-xj a^.. 



3. Osserviamo anzitutto che potremo sempre porre, median te una 
scelta conveniente dei parametri $ e x : 



f\(\lx)d\=i. 
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iel resto 6 evidente che potremo anche porre: 



^^ro il risultato delle n — i successive integrazioni sopra 9, eseguite 
o a d\f d'k^^, ... , d\ (ove per limiti si sono scelti speciali 
li), essendo della forma: 

o ricondotd al caso precedence. 
£ bene anche rammentare innanzi una formula di Dirichlet, estesa 
^^"<) al caso di integrali mulripli di ordine n e di funzioni di n varia- 
3 doi: 



g dxj dx^... dxj dy,... dy^ff(^x,, 
d^fj d^f,... / dy^ / (ix..../ dx,9(^, 



>•••>*!,> 3^1 >••• > y«y« 



4. Consideriamo ora I'integrale n^^®: 



0= f'di, Hdi, ... pdijii,, 5„ ... I,). 

Tenendo conto della posizione (t), potr6 riscrivere: 

J., J.« Jh^ Jin 

e applicando la formula di Dirichlet: 

Q vorremo proporre che sia: 

= ^^ (^i — ^. > \ — ^a > • • • > \ — 5 J K*. — ^, > *, — ^a > • • • > *!, ■- ^ J- 

Di ci6 tenendo conto nella (c) torniamo appunto alia formula (a) 
che d siamo proposti. 

5. Mora le due funzioni a e ^ devono esser tali da soddisfare la : 
C^ i=rd\ ... r"dX.(7 (X. - 1, , ..., X. - OK^. - \ > •••> ^. - K) 



i-^^ 
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owero, se poniamo: 

\ = 5. + (*i — Ol*i. *i — 5i = ^ 
(per i s= I, 2, . . . , «), per cui : 

possiamo dire che le funnoni v e <)i devono esser tali da soddisfare la : 

(d') I =\,.i, ... ^ / dt*, ... / d\L,<j{^,\>., , ... , ^,{t,).<Kt,— ^,(t, , ... , ^— U*J. 

Perch6 il secondo membro possa essere ideadcamente ^uale ad i, 
quando si facciano annullare tutte o parte delle :^, , :^^ , . . . , :^^ , bisogna 
necessariamente che il prodotto: 

<y(^il^i> •••> InV-^M^i — ^iV-^^ •••> ^« — ^«[*J 
diventi in corrispondenza infinite del i**, 2**, . . . «"*° ordine a seconda che 
s'annullano i, 2, . . . « delle ;^, owero, poichS per :t, = o diventa in- 
sieme : :Ci F^i = ^> ^i "~ ^« F^i = ^> ^ ^^ stesso dire che il prodotto delle 
funzioni : 

deve diventare infinito del i°, 2°, . . . n"^ ordine a seconda che s'annul- 
lano I, 2, . . . , « delle x. 

D'altra parte la convergenza dei successivi integrali tra i limiti esige 
che le funzioni 

<y(^.i^,> •••» ^-f^J e K^i — ^.l^.> •••> ^.— ^«f^J 
se diventano infinite aU'annuIIarsi dei rispettivi argomenti, Pinfinito sia 
per6 d'ordine < i (oltre a che gli argomenti delle due funzioni non 
s'annuUino per uno stesso valore della variabile d'integrazione, affinchd 
per esse non diventino insieme infinite le due funzioni, cid che si ve- 
rifica realmente, perchi Targomento di <x s'annulla, per fx = o, Targo- 
niento di ^ per (ji=: i); vale a dire: dascuna delle due funzioni 
a(.v, , . . . , xj e H-^i > • • • > ^«) per x^ = o non pu6 divenure infinita 
che di un ordine inferiore all'uniti- 

6. Evidcnteniente abbiamo soddisfatto a queste condizioni, ponendo : 

V I X| y A J y % • % J^— J ^— Xj • X_ • • % X ^ X y 



TV*i> **> •** *•/ — *t '*a * •'• *• *^Vi> 
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rappresentando con P^ e Qr ^^i poUnomj generali di grado m e r ri- 
^tdvamente : 

(m) 



^" — .X "mx, ij*«' ••• *i > 



(T|,...,T^) 

ove a^^j^ 3, J rappresenta il coeflSciente del termine di grado m, formato 
da x)^.x^* . . • xj», essendo ^, + \ + • • • + \ = w, e la somma 

im) 

^ essendo estesa a tutti i termini d'un polinomio generale di grado 
m. G)sl di i .- _ . . 

nT|,...,T„) 

Scopo della nostra ricerca sar4 dunque di determinare quali saranno 
effettivamente i coefficient! a^^^^ d ^ ^rcr .. t ) q^i^^do queste nostre 
funzioni <x e ^^ siano tali da soddisfare la (d'^, vale a dire, affinchd sus- 
sista per esse la formula (a), estensione di quella di Sonine. 

Sostituendo tali forme di funzioni <x e ^ nella (d'), sar4 : 

1=^ ••• InJ ^V-t ••• J ^V-nX 

X fc - ^. f^.)"*' ... a. - tnKV'' X 
X I X r 1;^ Z ^.a. I.) (^. f^O'' • • • (^. f^>l X 

Z, Z *r(T„...,T«)(^.— ^«f^«r ••• fe. — ^-f^J^" 
rSo(T|,...,T„) J 

owero, ricordando le : />^. -j- y^ = i (t = i, 2, . . . , n) 

» = £ Z Z " „ Z, ««a. x^K.,......j J i\f-^"' I i\f-nX 

^=*'-»(X„...,lj'^i— 'V •'o Jo 

tt*"*^* IJt.J^»"'» (l — ft J'*"** 
X^ 

che posso anche riscrivere: 
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•-. -=^ ^^ (r) 

I = 



**-«> f.o (1,,. ..,!„) '^i'-Aii) 

: /'V^-'•(I-l*.r•"*•'^l*.••• /*V^-''(I-{*J•-*''^J*."• /*V^^'-(I-^»J 

«/o •/© «/o 

£ ben nota Tespressione dell'm/^^ra/^ Euleriano di i^ specie B, 
Se u e V sono razionali, si ha : 

Con il simbolo T s'indica la f undone gamma di Eulero, definita daUa: 

r(:^)= jx^'Wdx per :c>o- 

[Si sa che per n intero e positivo : 

r(n)= 1.2 ... («— i)]. 
Quindi applicando questo risultato all'integrale : 

otteniamo la sua espressione: 

rfi.-j>.+ Or(T.-y, + i) _ r(x.— j).H-Or(T.-g.4-0 

Essendo p,-hq. = h e ponendo : 

n(«) = r(«+i), 

sari : 

Otterr6 allora dalla (d")> 1^ • 



(m) (f) 



^ = Z Z^ Z, .^ Z .^m(i„...A«) ^r(T„..,T^ X 

xn(x,-;.,) ... n(x,-^j.n(T,-^,) ... n(T.-yjx 

Xn(x, + T.)... uC^ + tJ- 

E ponendo : 

(0 «MX, xj n (X, -/.,)••• n (^, -A) = c^A I., 

(/) ^,T T,, n (t, - J.) . . . n (t. - ^ J = d,,,^ ,__, 

si ottiene la : 
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c^d^ i a termine ottenuto facendo contemporaneamente m = o, r=zo; 
s'd messo un apice tra le due sommatorie per ricordare che in esse si 
contiene ancora il caso di m = o, owero r = o, separatamente. 
I termini di grado w -}- r = fc della forma : 



t'.'x!',' 



' • ' \n 



n(p,)n(pj ... n(p.) 

P^'^ Pi "I" Pa "I" '•• -j-p^ = w-|-'' = ^ saranno tanti, quanti sono i 
gruppi formati con le 

per cui, oltre ad essere: 

sia ancora: 

\ + 'f,=Pr> \ + '^a = Pa> •••> \ + '^n = P« 
P, + Pa+ ••• +P« = W* + '' = ^- 

Quindi posso cosl riordinare i termini a secondo membro delb (^) : 
(indicando p, -j- • • • -j- p, = [p] = fc) 

(*) I=^o^o+Z Z Ufa \ Ufa >i Z ^•"(^i> • An) ^r(T„...,T«) • 

Evidentemente deve essere: 
rr\ J (Supponiamo c^ = d^= i) 

VJ \ Ipl-i 



^^^^ m{Xi,...,Xff) r(T,,...,T„) 



7. In virtCi di queste condizioni, allora si dedurri : 



[^ +£-*.][» +i,'',]= I. 



essendo : 



(m) 

(fif) 

'*'' ~ ,^^^ A(T.,...,T.,:)'«' • • • >^" 

(usando delle notazioni gid dichiarate precedentemente). 
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li , eSemiando quel prodotto si ba : 

[■+i.*.] [■+i.*.]='+|. I *."'« 

=.+?.|:,[,Z; y'^-^^lXj^- '■• 

='+t.|;.z ' ..,v.» ?'■*" ■•■/■*'• 

111-—. 

='+|;.,.I,/' -y-'Xj"' '■''''- ■'"" 

m vinu delle coodiziooi (J). 

8. Duaque, siccome dalle ((), (/} ricaviamo : 

_ '-.1. 1.1 

-» '^<~ np,-p,) ... np,.— p.) ' 

d.„ ,, 



r>^ 



Essendo ; 



"'■■•'■' DCT.-,,)...n(T.-,.)' 

possbmo fadlmcDte condudere ; 

fCv..:)'.. ■•■ :i'.) = ' + |;.*. 
( = ■ + ?-*' 



(. = .......1 



i>Cy,.y 3.) ' 

*.=,! ,'-1 r.y.' 



■ ^.- 



I'owi /wr 



•(« «J = «:'■•■ ■':'■[■ + !:.'.] 

+(« O = ':•■•••':'■[■ + 5,2,] 



p = 



■^ t-ii..-.i.i 



..* 



/I _ V '^rtT„...,T.J ,, T, 

"•~«,;^jn(T,-,,)...n(T.-,j'' ••• • 
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la formula : 

OssERVAziONE. — Ponendo nella precedente : 

e 
otteniamo : 

e osservando che: 

/(.^,> •••, ^J-a^c, ... dx^ 

possiamo concludere che Tequazione funzionale: 

Jryi /•>« 

' dx,... dx^ff(x^,...,xj^(y,—x,,...,y—x^) 

s*inverte mediante la: 

(2) 9(yi^-'.yn) = J dx,...J dx^^^^—^(j(j,—x,,...,y—x^). 

9. U SoNiNE nell'applicazione del suo teorema ha dovuto limitarsi 
a funzioni <r e ^, che divengono infinite quando si annuUa il loro argo- 
mento. Anche nell'estensione di quel teorema siamo caduti nella stessa 
restrizione. Essa non k proprio inerente alia questione, ma solo dipende 
dal fattO) che egli s'd proposto, per analogia alia formula di Abel, di 
invertire la 

^0) = J 9ix)^(j — x)dx 
mediante la 

9(y) = J FXx)(f(y — x)dx 

di forma prestabilita. 

Tale inconveniente non si verifica nella formula, che presento come 

RmU, Ckt. Uaimm, PitUrmo, t. XVIU (1904V — Sumpato ii 19 aprile 1904. 15 
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esteasiODc di quella del prof. Volterka Delia secotuU parte di qnen 
Nob. 



'fc. 



.0=1: i 'M i.,^?'--^ 



pa 0=7 



°fc.-.o 



-.=S...2:. 



.*....^ 



"> + ? C<^.>-.0 Gh 

« quindi: 

''<■'' ^•^='+^ '^I,.,|..i r(r.+o.'::"r'(r.+o '^'•-^\ 

«('■ ^■>-|„.l., ro,+o':::ro.+.) ^' *] 

si avrA che la : M 

/(.h.y >.)-/(»,.» O ^ 

=£''''•■■■£"•''■■'<■' O'-ftW-i.Cv,) \(«.)-\0 

f'tfrverlird nudianit la : 

'" '•> By,... ay, 

+KMKM - Kiy-^j^'i'. ■■ £X ^'£'" ';;;'• W .C'J-^O.) ».(■ 

Difatti se andiamo a veriiicare, sosdrueiido nella prima la forma J 
data dalla seconds, si deve avere : 

Ky..y.,-.y.)-K'..-^..-K) 

+£/'. ■■■£''''X(.'.) •■ K(«.)f r>,c«,)->,o,). - . uo- 
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ovvero applicando il noto prindpio di Dirichlet: 



XF[\(*.)-x.(y.),...,x.(x.)-\(y,)ie[\(5.)-x.(*.),...,\(5.)-\(*J]. 

Questa pu6 scriversi cosl: 



Ponendo : 



donde : 



abbiamo : 



m 

F(^ > O — ^(o» o, . . . , o) 



' d«, ... / d«,e(t, — «,,...,;(, — «,) f («„..., «J 

O vO 

supponendo 

F(o, o, ..• , 0)= I. 

m CM 

(«) F(«, , . . . , ttj = x*» » *» = , z «Mi,.....i.)**«' • • • '•^ 

(P) e(«. ,...,«.) = T V, , V, = T v.....A^ <' • • • «I" 

ho ancora: 
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=/"''"■ ■•■/'''"■ir^: z "'.' ^.."^■•■"i'lx 

Jo Jo (L*-"!!.. ,.1,1 J 

xfi z V ,.,C'.-".)"--ft.-".)'-1 

'. ■•■ /'""'''.I^.Z'',, ...v.. »:■ ■■• »:-fe,-",y •■ 

•/o '=»'=' |1)_J 

„ ■•(', + pro, + ■) r(/. + .)r(i.+i) 
^ i-C. + i. + O "■ r('. + '. + ■ 

I termini che compariscono a secondo raenibro sono di gncii^ 
-j- r nelle variabUi ^, per r che va da o fino a oo, 

Supponiamo anche al primo metnbro mancanti i lermini di grat^ 
I, 2j . . . , PI — 1 , ovvero : 

Inoltre a 2" membro mancano i termini contenenti prodotti ^,' ... ^* 
in cui una o pid delle p siano o. Supponiamo anche a primo membr~r 
siano mancanti termini ^naloghi, ossia 

se uno o piCl di un indice X sia =0. 

Teniamo presente quest'altima coadizione, e riscriviamo : 

i z «» .j^i' ■■■*=, 5,Jz«,, uv X 

Saril allora: 

-V, , rft+,)r(i,+,) r(l.+i)r('.+0 

ove i 

[0 = '. + '.+ ••• +'. = ', ['] = ', + '.+ ■•• +.. = *-»-. 

>( = Ii + l,+ l per »=I, 2, ...,«. 



e poichi nelle g^^, , , che compariscono tidla i' parentesi s set 
membro, nessun indice I 6 zero, posso riscrivcre : 

IX'"- ''■•••'^' 

= [' + j. ■•• ;.£„Z,_/«: -.,^l' ■•• 5l-]x 

z z *. ..,<;■■••<:• I 

= [1+^. ■■■ cZ'i^w,- -.i^i'"' ■•• ?!r'Jx 

x[z,Z,_/ ^■■■■•■e] 

= [■ + ^ ■ • • ^ t „ Z,_, '.,.„ <■ ■ ■ ■ ?'■] X 

x[z,z/ ,.i^;' ■■■?;•] • 



J i ^<„i i.,^'' ■■■ ?;■='(< o 



Z Z, ».a kX 



°fc. 



,iO 



Ki..' 



i+^,---^.»fe O 

e renendo coQto nelle (a) e (P) delle (f), (X), («). si ottiene ; 

'''■^ U=' + ^,-^Z,.Z,^, r(r,+.)".'':r(,.+.) 



»ft,.-- 



' ~ i= i,,_,.i ro, + 1) . . . r(i. + 1 



Quindi li formula d'inversione data al princtpio del paragr 
compietanieille verificata. 



Roroa, gemujo 1904. 
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Circolo, a partire dal i^ gennajo 1904. 

II Dr. VmcENZO Amato (Catania) ringrazia per la sua ammissione a socio del 
Circolo. 

Biblioteca. — II socio prof. Francesco Gerbaldi offre in dono aUa Biblioteca 
del Circolo il tomo I della «Raccolta di Lettere ed altri scritti intorno alia Fisica ed 
alle Mttematiche » compilata dal Dr. C. Palomba.. II Circolo ringrazia. 

Ammissione di nuovi socL — Dietro votazione a schede segrete il Dr. Gae- 
TANO Aguoua, proposto dai soci Gerbaldi e Gucda, ^ detto socio nan rtsidenU. 

G. B. Gucci A. 



ADUNANZA DEL 27 DICEMBRE 1903. (Presidenza G. B. Guccia). 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazione a schede segrete, il Professor 
Dr. Angelo Bozal y Obejero (Madrid), proposto dai sod Alasia e Guccia, h eletto 
socio non r$sidtnU, a partire dal i^ gennajo 1904. 

Memorie e Comunioazioni. 

ALAGNA : / gruppi Abeliani, la cut hose I formata di una di due sostituxioni 

gineratrid, e la totalitd dei loro sottogruppi, 

G. B. Guccia. 



ADUNANZA STRAORDINARIA DEL 3 GENNAJO 1904. (Presidenza D. Ma- 

CALUSO). 

A£ElBuri internL — Stante la mancanzi del numero legale si rimandano alia 
prossima adunanza straordinaria gli affari all'ordine del giomo. — Rimaiie eziandio sta- 
lalito di rimandare alia prossima adunanza straordinaria Telezione dell'Uffido di Presi- 
denza pel biennio 1904- 1905. 

G. B. Guccia. 



ADUNANZA DEL 10 GENNAJO 1904. (Presidenza C. Mined). 
Ammissione di nuovi soci. — II Dr. Luigi Trafelli, proposto dai sod Vol- 
terra e Castelnuovo, ^ eletto socio non residente, a partire dal 1° gennajo 1904. 
Memorie e Comunioazioni. 
TRAFELLI : Sopra Vinversione degli inUgrali definiti. 



•) Pd verbftli precedenti, vedi: t. I, pp. i-a8, 4S-M, 119-156, J79-390; t. II, pp. 77-96, 152, 184-188; 
t. in, pp. a)o-a3$, a7}-a78; t. IV, pp. 6j-7a, 275-286; t. V, pp. 279-288, 319-3H; t. VI, pp. 135-164; 
t. Vn, pp. }7hS> 309-3«*» «• VIII, pp. 166-168; t. IX, pp. 263-272; t. X, pp. 38-40; t. XI, pp. x8x-i88; 
t. Xn, pp. 307-3x1; t. XIII, pp. 374-380; t. XIV, pp. 303-3x2; t. XV, pp. 158-160, 369-370; t. XVI, 
pp. 2^396; u XVII, pp. 168-173, 386-389. 



202 ESTRATTI DAI VERBAU DELLE ADUNANZE. 

del nuovo Tesoriere, il disbrigo degli affari in corso. Si mette ai vod la prima parte 
della proposta, che ^ respinta. 

Dopo di che si passa alia votazione a scrutinio segreto per TelesdoDe del Teso- 
riere. Resta eletto il socio Gerbaldi. 

II sodo Gerbaldi dichiara che non potendo riunire i due uffid di Segretario e 
di Tesoriere opta per quello di Tesoriere. 

D. Macaluso. 



ADUNANZA STRAORDINARIA DEL 21 FEBBRAJO 1904. (Presidcnra 
F. Caldarera). 

Elezione di un segretario. — Si fa la votazione a scrudnio segreto. £ eletto 
Segretario il sodo Venturi. 

ESsame dei Ck>nti consuntivi per gli anni 1902 e 1903. — Si dii lettun 
della relazione presentata dai revisori Albeggiani e Venturi che conchiude propo- 
nendo Tapprovazione dd cond suddetd e di quello della gestione dell'anno in corso, 
sino al 7 febbrajo. Posta ai vod questa rdazione 6 approvata all'unanitnit^. E perd6 
restano approvad il conto cotisundvo dell'anno 1902 che si chiude con un resto di 
cassa di L. 711,68 e quello dell'anno 1903 che si chiude con un resto di cassa di 
L. 349>6s. 

Bilanoio di previsione per TannG 1904. — Si discute ed approva fl Bi- 
lando prevendvo dell*anno in corso presentato dal Tesoriere a nome ddl'Uffido di Pre- 
sidenza. Su proposta del sodo Gerbaldi si approva con 15 vod favorevoli e 7 con- 
trari la seguente proposta di ddiberazione : 

« L'Assemblea, tenendo presente il Regolamento della Biblioteca, approvato nella 
ccseduta 15 gennajo 1899, e le ddiberazioni gi4 prese nelle sedute 17 marzo 1901 e 
«26 marzo 1902, considerando le ristrettezze del bilando 1904 che non permettono di 
ttstanziare somme per retribuzionc d'impiegati; delibera: 1° di non nominare sino a 
anuova disposizione alcun impiegato retribuito ali'ufficio di Direttore della Biblioteca; 
« 2° di afiidare alia solenda dd bibliotecari, di cui alio art. 14 ddlo Statuto, tutto il 
V lavoro che esige il buon andamento della Biblioteca, sotto la direzione ddrUffido di 
« Presidenza, il quale all*uopo potr^ delegare un sodo di sua fiduda che curi la scru- 
(cpolosa osservanza del Regolamento e s*interessi a che la Biblioteca non manchi di 
«essere aperta ai sod 15 ore settimanali (art. 1° dei detto Regolamento) ». 

In seguito il sodo Torelli presenta la seguente proposta di ddiberazione: «L'As- 
«c semblea d^ ampio mandato all'Uffido di Presidenza affinch6 inizii le trattadve e con- 
« chiuda in nome dd Circolo le relative stipulazioni, per insediare, se lo credei:^ neces- 
« sario ed opportuno, il Circolo in altro locale di Palermo, o per depositare i libri dd 
« Grcolo in una pubblica Biblioteca o per risolvere altrimend i problerai rdadvi ai ser- 
«vizi del Circolo ». 

Tanto la prima che la seconda parte di questa proposta, votatasi per divisione, 
vengono approvate con 16 vod favorevoli e 5 contrari. 

Si approva la pubblicazione nd Rendicond di un quadro dei Cond consundvi dd 
venteimio 1884- 1903. 

D. Macaluso. 
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ADUNANZA DEL 28 FEBBRAJO 1904. (Presidcnza F. Caldarbra). 
AfiGeuri intemL 

D. Macaluso. 



ADUNANZA ORDINARIA E STRAORDINARIA DEL 13 MARZO 1904. 
(Presidenxa F. Caldarera). 

Elezione di un bibliotecario. — Si legge una lettera dd sodo Lugaro, il 
quale, a causa del suo allontaoainento da Palermo, dichiara di dimetteisi dalla carica 
di bibliotecario. Si passa alia votazione a schede segrete pel nuovo bibliotecario. Rir 
sulta eletto il socio Mineo. 

Memorie e Gomunicazioni. 

BORTOLOTTI : Contributo alia teoria dei prodotti infiniti e delle serie a termini 
positivi. 

II sodo Gerbaldi fa una comunicazione a proposito della Nota del prof. F. P. Pa- 
TERNO: Un teorema sulle projei^ioni ortogonali di due segmenti rettangolari, presentata 
nell*adunanza 10 genua jo 1904 ed inserita nel fasdcdo i^ del tomo XVIII dei Ren- 
diconti. Egli mostra che questo teorema non ^ nuovo, ma ^ soltanto un modo, di- 
verso dal solito, di enundare (in un caso particolare e senza tener conto dei segni) 
la condizione (ben nota nei fondamenti di geometria analitica) affinch^ siano perpen- 
dicolari due segmenti dd quali sono date le componenti rispetto ad assi ortogonali. 

D. Macaluso. 



ADUNANZA DEL 27 MARZO 1904. (Presidenza F. Caldarera). 

II sodo Venturi presenta la seguente rivista bibliografica sull*Opera 9 Cor so di 
Meccanica rationale » dd Prof. Comm. F. Caldarera: 

Non sarebbe cosa conveniente per la nostra Sodeti il lasdare passare sotto si- 
lenzio un*opera di lunga lena, di cui 6 autore un nostro benemerito sodo, il chiarissimo 
prof. Francesco Caldarera, presidente di questo Circolo. E quest'opera importante 
t un trattato ampio di Meccanica razionale, disegnato nd duplice intento di offrire alio 
studente db che suol riduedersi agli esami di tale materia, ed alio studioso una larga 
messe di quella dottrina che non pu6 essere co.npresa nd limiti, purtroppo ristretti, di 
un corso universitario. E svariati e tutti importanti sono gli argomenti trattati, che 
uscendo dalla cerchia dementare, salgono via via sino aUe pid delicate teorie, trattate 
dall*autore con suffidente estensione e con larga competenza. Noteremo per es. che, a 
proposito della teoria deli*attrazione, si riporta la discussione che ha in vista di poter 
dimostrare col calcolo la realti della legge newtoniana, partendo dal solo fatto che i 
pianeti percorrono curve chiuse. Questa ricerca, in cui Tautore segue la dassaca me- 
moria dd Bertrand, completa opportunamente la teoria dell*attrazione, portandola, per 
cosi dire, sopra un terreno nel quale lo studioso pu6 apprezzare, coUa massima evi- 
denza, Timportanza anche pratica di quella teoria, e in un caso dd piii mirabili ed 
universaii. Cosl pure sono esposte le piii importanti ricerche sopra le equazioni gene- 
rali della dinamica, sulle vibrazioni dei corpi filiformi e laminari, sull*equilibrio e sul 
moto dd sistemi deformabili, sui piccoU movimenti di un sistema in prossimit^ della 
posizione d'equilibrio stabile, sui moti stazionari, etc 



Tune qneste dotttine Mmo esposte dal chUrissimo tntiaiuta colla scoit>ddk|tt, 
inoiierne itrquisiTioni fane dalia sdciua, e qud che per lui t artcora mag^or titolaA 
lode con^&te ndl'aver la^daia quel vezza di taluni die non consideravano sdeon fii 
buona lega ^e non qudla die d veniva d'oltrealpe, mCDrre il prof. Caldarera it a- 
□CHcere al lettorc le pid imporunci ricerche, in accordo all'indole dd »uo libro, 
debbono ai nosTri piii chiari cullari della itieccanica pura, i quali tcogoao ilu, lode 
di boate alle altre oidoru, il prestigio ddla Miieiuii italbiia. 

Ammissione di nuovi sooi. 

la icpii't' ■'' tiomanjj (an. 9 Jello Statuto) del prof. Giuseppe Bagmera (JI* 
sioa) ^ pro:cdi; a vouziono a ^hcde segictc pei accoglieria fra 1 &od noa rcadoni 
Risultn eletto aU'unanimiti, 

A. Ventuii. 



ADUKANZA DEL 10 APRILE 1904- (Pr 
Affhri interai. 



^^denza F. Caldarera). 



r 
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c^ d^ 6 il termine ottenuto facendo contemporaneamente m = o, r = ; 
s'& messo un apice tra le due sommatorie per ricordare che in esse si 
contiene ancora il caso di w = o, owero r = 0, separatamente. 
I termini di grado w + ^ = ^ della forma : 

Pi ^9% ^Pn 



^;'ra 



' ' • \n 



n(p.)n(p,) ... II (p.) 

P^r Pi"t~Pa4" •" ■t~Pii = '^"t~'' = ^ saranno tanti, quanti sono i 
ffruppi formati con le 

^i > ^a > • • • > \ > '^i > '^a > • • • > '^n 

P^r cui, oltre ad essere: 
^^ a^xicora : 

\+'f,=P.> ^a + 'fa = Pa> •••> \ + 'f« = P« 

P. + PaH bPn = ^»^ + r = h. 

Quindi posso cosl riordinare i termini a secondo membro delb (g) : 
^»**'^3cando p. + • • • + p. = [p] = ib) 



Evidentemente deve essere: 






O O 




(Supponiamo c^ = d^ = i) 

ipi-fc 



(It 



7. In virtu di queste condizioni, allora si dedurri 



[»+!;-*.][» +1:,^,]=^. 



essendo : 



(«) 

(usando delle nota^oni gii dichiarate precedentemente). 



da T : onde T ^= R~' R', T~' ^= R' ~' R. Supporremo che T sia la pii 
generalc fra le trasformazioni birazionali non involutorle determuiaie, ad 
modo aozidetto, dal complesso cubico P. 

II complesso F coniiene oo" congruenze y '^e' primo ordine e kn;a 
classe, ogiiuna delle quali consta di rette appoggiate simdraneamente sHa 
*:ubica p' e ad una c dfilc sue corde. Di sifatre congruenze due qualunque 
haiino a comuni; una schiera rigata di V, cosdtuita dalle rette che si 
appogi^iano sitmiltaneamente alb cubica e a due dcUe sue corde; c tie 
qualunijue noa haniio, in gcnerale, newun raggio in comune. 

Le coppie di punli omohjihi in T, che siauno iui raggi di una am- 
^ra^n^a y^p'c (c dcsignando una corda deUa p') generaiio dut mptt- 
Jiiie omologhe X ^ X' '''' 4* ordine, le quali pasmno scmpHcemente fir ia 
corda c e CDnteugotto come linea doppia la cubica p'. Quests due supcr6cie 
saranno pertanto rigaU ra^ionali del 4" grado ; e al variare di c desoi- 
veranno rispettivamente due red [^J e [y_']. 

Le due superficie x * X' 'lerenti ad una stessa congruenza Y^f't. 
sono ugliace dalla quadrica p*, sosCegno di una schiera rigata di quesu, 
secondo due rene r ed r' sghembe e direllrici delta schiera. 

Se la corda c dcscrive una sclnera rigala p' , la super&cie ^, ad csa 
inerente, descrive un foicio (x)- Variando p', quesd fasci (che sono »' 
in rutto come le p') d daranno tucti i fasci coiicenuti nella rete ['/]. I- 
noltre due qualunque fr.i le co' su^)crficie /_ jirovengoiio sempre da ilue 
corde c di p' , le quali sono generacrici di una deierminaia schiera p'. 

Tutie le superficie del fascio (x) inerente alia schiera p' passeraniu 
per la relta r direttrice comune alia p' e ad una qualunqae di esse. La 
base del fascio (x) ^ composta della p' contata quattro volte, della r 
conuta una volta, e di un luogo residuo 0', formato da tre corde 0,, 
0,, della cubica p^, ntssuna delle quali pud giacere sulla quadrica f'. 

Un luogo analogo 0'' si offre nello spazio 1'. 

Tune le superficie delle red [■/_] e [x'] passano rispecrivamente per 
0' ed 0' ' , e si poirebbe vedere in piu modi che la rece delle ^ "sulta 
pienamente determinaca dalla cubica p', che t direttrice doppia per tun^ 
e dalle tre corde o, , o, , di questa, che sono generacrici comuni. 

2. I due fasci (jQ e (x') sono riferiri univocamente fra loro, es- 
sendo omologhe due superficie X ^ >t' inerenri ad una medesima geoe- 
ratrice c di p' ; e I'intersezione variabile di due superfide omologhe, spo- 
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gliata di una generatrice c di p% sard un luogo di punti uniti per T. 
Onde: La trasformaxiont T atnmtiU una suptrficie punteggiata unita a 
dd 6° ordinCy che passa semplicemente per entrambe le linee o' ed o*^ t 
cofUiene la p^ come ctirva iripla. La superficie a^ 6 una rigata ellittica. 

3. Se i d un punto di />', la sezione del piano Lc {c essendo una 
corda qualunque di p') suUe superficie )C ^ X^ si comporri, tolta via 
questa retta, di due curve descritte dai punti omologhi di 2 e 2' che 
stanno sui raggi del fascio Lc. Pertanto : le coppie di punii corrispondenti 
in T, che stanno sui raggi di una Stella (L), di F, generano due super- 
ficie cubiche 'k e X', aventi un punto doppio in L e passanti semplicetnente 
per la p\ 

Visto che ad un punto A di 0^ corrispondono, in forza di i?""' , 
tutri i raggi che da esso proiettano />^, bisogneri che tutte le superficie 
"X passino semplicemente per il luogo oK Analogamente le X' contengono 
come semplici le ere rette 0,', a^, 0^. Al variare di L sup' le superficie 
V e X'^ descrivono due fasci (X) e (X'). La base di ciascuno di tali fasci 
si comporri della cubica p^ contata due volte (giacchd tune le \ e cosi 
pure le X', dovranno toccarsi lungo p') insieme con le tre corde 0, , 
^2> ^3 > ovvero o[ , o[ , o\ rispettivamente. 

Mediante i due fasci (X) e (X'), univocamente riferiti alia punteg- 
giata cubica (L), e quindi proiettivi fra loro, risulta individuata la tra- 
sformazione T; la superficie punteggiata unita (t^ viene ad essere quella 
generata da codesti due fasci. 

La trasformazione T puo anche venire costruita come segue. Si 
osservi che le due reti [x] e [j^'J risultano riferite proiettivamente fra 
loro in virtu di T, Ora se la rete di superficie del 4° ordine contenenti 
la cubica p^ come doppia e le rette a,, 0^, come semplici si rifcrisce 
proiettivamente alia rete analoga determinata da p^ con le rette o[y o[y 
o'^, avremo che al fascio di superficie dell'una rete contenenti un punto 
A dl ^ (q quindi anche la corda r di p' che parte da quel punto) cor- 
risponderi un fascio analogo dell'altra rete, della cui base fari parte 
un'altra corda r' di pK Ora, conducendo per A queil'uoica retta che 
incontra al medesimo tempo la cubica p' e la retta r' (in 
e chiamando A' il suo punto d'incontro con r\ verrc 
lo spazio 2 descritto da ^ e lo spazio 1' descrittt 
den^a bira^iionaU della specie T: anzi (ove la 
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due red sia del tutto geaerica) la piii generale possibile di questa specie. 
L'osservazioQe prova altresl che in virHi di T ogni corda di />' si iror 
sforma punto per puniOy dot proieiiivanunUy in un'aUra corda di p'. 

Le 0^ ed o'^ sono linee fondameniali per T e T*"* rispettivamente, 
nonchd per le R"' ed R'''. 

Si osservi che, fissato un monoide X (o X'), le tre rette che, par- 
tendo dal suo centro, L^ si appoggiano a due delle tre rette o (od o') 
giacciono evidentemente sul monoide stesso ; si hanno cosl ire delle sei 
rette del monoide uscend dal suo punto doppio ; le altre non incontrano 
le rette o (od o'). 

4. La superfide ^\ che in forza di T corrisponde ad un piano ge- 
nerico f di ^ taglieri questo piano nelle tre cubiche annesse ai £asci 
di rette di r giacend sul medesimo e nella tntcda di esso piano suUa 
superfide unita 9^ . Pertanto i La T e la sua inversa sono entrambe del 
15^ ordine e per esse la p^ sari fondamentale seUupla ed il luogo 0' (ov- 
vero rispetdvamente a) fondamentale quadruplo. lyaltra pane, come ve- 
dremo in breve, a dascun punto della />' , considerata in Z\ corrisponde 
in S una curva mobile del 6^ ordine : per la qual cosa le 00' superfide 
f ' davranno avere upta delle settefalde in comunt lungo Mia la cuhica pK 
Inokre d facile vedere che quesu falda t anche comune a tutte quante 
le superfide X\ 

Essendo 0,, o^, 0^ le rette, di cui si compone 0', se una retta u- 
scente da un punto L di />^ si appoggia ad 0, , 0^ , per esempio, giaderi 
suUa superfide X inerente a qud punto, e corrisponderi per intero alia 
sua tracda in X' : tracda che sari dunque un punto unilo per T, vale 
a dire un punto di <i^ (§ 2). II luogo di questo punto e una retta d[^ , 
corda di p^ . Altre due rene analoghe S^^ , / , ^ , si offriranno del pari 
m 1. 

Le tre rette /, ,> dT^^y dt^^ sono fomdamtnUiti sempHd in T^' ; ad 
esse corrispondono rispettivameDte in 2 le rigate quadriche X, , , \^ X^ , , 
determinate dalU curva r' e diUe rette i%, 0^, 0^, prese a doe a due. 
Analc^jimente sa hinno in I^ tre rette i.^, J^., d^^ fondameniali sem- 
plki in T. Nuove linee tondamentali pocrinDO aversa come s^ue : In- 
dWhiimo Cvxi i, > f ^ > t^ le tre corie £ p^ ascend dal punto L e gia- 
c<«d ^lUa superfide X* che hi >jucs^» ?aaa> per ccntro. Poichd da soma 
di quesce rette $i appo^^ uktriotftcenre 1 p^ qoq potri inoontrare la 
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superficie X', corrispondente di \ che nel punto L e nell'ulteriore suo 
punto di appoggio a p'. Esistera dunque un numero finiio di punti L, 
per ognuno dei quaii una deile anzidette corde h appartiene tutta quanta 
alia superficie W Una tal corda sari parassiia per T e T"' ; e quindi 
fondamentale semplice per ambedue le trasformazioni. 

II numero di queste rctte parassite pu6 aversi come segue. Sia, per 
esempio, vi il piano tangonte in un punto L, di p^ a tutte le superficie 
> ed 7)' il piano tangente a tutte le W Se questi due piani coincidono 
in T), allora le due superficie ^/. e X^, inerenti al punto L dove il piano 
ifj taglieri la cubica fuori di L, , contengono tutta la retta LL^, Vice- 
versa, se due superficie 'kj^ , X^ devono aver^ in comune una corda 
AfM, di/)^, bisogneri evidentemente che esse abbiano lo stesso piano 
tangente in M , . Onde le rette cercate saranno tante, quanti sono i punti 
di />' in ciascuno dei quali le superficie >. toccano le V. Ora si facciano 
corrispondere fra loro due punti A q A' della cubica, ogni qual volta 
essi giacciano nei due piani tangenti rispettivamente a tutte le >. e X' in 
ono stesso punto di />' . Sulla p^ resta cosl stabilita una corrispondenza 
(3, 3) di Chasles, con sei punti uniti; per ognuno dei quali avrenio 
una retta parassita della trasformazione. Tali rette parassite le indicheremo 
in scguito con A, , /?, . . . , h^. 

Si vedri in seguito (§ 8) che tutte le superficie 9' si osculano con 
una falda lungo la cubica p^ ; sicche la base del sistema lineare delle cp' 
sari pienamente assegnata con le linee p\ J\ d[^^ ed /;.(A, i= i, 2, 3, 

I =s I, • • • > oj. 

Invero abbiamo : 

15-15 — 7- 7-3 — 4-4-3 — 3 — 3 — ^ - I5- 

5. II cono che oscula nel punto doppio L la superficie \ inerente 
al medesimo, sega X' lungo utia sestica razionale /'^, che ha come qua- 
druplo il punto L, si appoggia in due punti alle o[(i= i, 2, 3) ed in 
tre punti, fuori da i, alia cubica pK La detta sestica /'^ t la linea corri- 
spondente, in forT^a di T, aWintorno del punto fondamentale L, 

Al variare di L su p\ il detto cono osculatore descrive un sistema 
semplicemente infinito razionale d'indice qualtro, Pertanto alia cubica fon- 
damentale />' di 2 corrisponde in 2' una superficie, che chiameremo w', 
d*ardine quattordici^ luogo di tutte le sesHche /'^. [La 7:' viene infatti ge- 
nerata da due sistemi razionali 00* di superficie, uno dei quali (X) d'or- 

Rmid, Cirt, MMimm. P^Unmo, t. XVIII (1904). ~ Sumpato il ao aprile 1904- ^7 
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dine 3 ed indice 1, I'ahro, qudlo dci coni oscuktori, d'ocdlne 2 ed in- 
dice 4]. 

Cerchiamo ora la moliepUcitA di p' per la supeHicic it"*. Basti 
perci6 considerare, ad esempio, rinterseziont tra w* e a'^ ^, che deve spez' 
zarsi nella p', contata x volte, se Jt i la moltepUcitd domandaQ, nsUt 
rette 0,', oj concata ijuattjo volte e uelte due geaeratrid di S', ^ corrispon- 
denti ai due punti, dove la retia J, , si appoggia a p*. Si trova coa tic 
x=6; cioi che la p^ i sestupla per la superjlcie it'. 

Alia supcrficic w' spettano ancora come sempUci le tre rette j',, 
d' , d' , e come quadrupio il luogo 0''. 

6. Se JW i un punto di 0- 0= i, 2, 3), sopra ogni gencratricc del 
cono Mp* giace iin punto M' corrispondcnte ad A/ ; ed il luogo Ji ess) 
puiilo t una certa curva m\ del 4° ordine. A\ variare di M su u^, b 
mj descrive una superficie la'. corrispondenU ado^. Questa superfide con- 
riene come doppia la cubica p' e come stmpUci le tre rette o\ (I = i, 1, j), 
le due d), e la 0;. Ne vien iacilmente che la m'. sari del 4° ordinc-lo- 
fine la m! non i altro che una superficie /' della rcte [-^'] ; e prwisa- 
mente la superficie y^' dovuD alia congruenza y^p'o^. Saperticie cmt 
(i>! ne abbiamo Ire in £' ed altre Ire analoghe in £. 

7. 11 fatto che !e cur\'e T* (§ j) cornspondenti ai punti di /i' iono 
del 6° ordine, nientre la curva p' e foiidamentale senupla (§ 4), ci ad- 
vene che la superficie t;''*, luogo delle sesdchc /", sarA soltanio wiJ" 
parte del luogo corrispondcnte a />'. CiCi che resta del luogo 6 utia nmwiJ 
iuperficie £', ia quale corrisponde in 2' all'intonw di p' sulle mpnjicif 
X A dascun punto di quest'intorno (o striscia infinitesima) corrispoode 
una relta ; e cio^ la retta congiungente il punto Z,, di p*, infinitamentc 
^ddno al punto che si considera, col punto L, dove il piano tangent^ 
alle y nel punto L, sega ulteriormente la cubica. La superficie V pu^ 
pertanto venir generata dall'intersezione det monoidi V coo i rispctdr* 
coni tangenti nei centri dei monoidi stessi, quandn per altro si escluJ^nO 
le tre quadrichc ^',, ,S' , S', , , Invero il cono che oscula nel puuto doppio 
L b superficie V^, sega questa lungo sei rette, tre delle quali si appog- 
giano ognuna a due delle oj, o\, 0' descrivendo le tre qnadriche i',,, 
K I K,' > "^^^^^ Is ^Ifs f e generano la superfide rigata V. Ricordando 
che il sistema di questi coni osculatori i d'indice quattro, si ba dunijae 
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che : alVintorno della cubica p^ , su tutte It superficie X, corrisponde in 
2i' una superficie $' delVoUavo ordine, Analogamente avremo in 2 una 
superficie yi*, corrispondente airintorno di p^ su tutte le superficie X'. 

Per un punto L qualsiasi della curva p^ passano quattro generatrici 
della rigata t)* : tre sono quelle che giaccione sul monoide X^r , la quarta 
appartiene al monoide "k^y essendo M Tulteriore intersezione di p^ con 
il piano tangente in L a tutte le X. 

8. Se una retta r di 2 incontra, p. es., la generatrice LL^ della 
rigata fondamentale ri^ [essendo LL^ (§ 7) la retta corrispondente al 
punto infinitamente vicino ad L, sulk retta L^ M, dove M h Tulteriore 
intersezione di p' col piano tangente in Z, a tutte le X'], la curva cor- 
rispondente r'*^ passeri per il punto L, toccando quivi la retta L^M; 
questo passaggio implica dunque per la r' tre condizioni. Ne viene che 
Ic otto incidenze di una r'*^ con lap', dovute alia superficie ifj*, contano 
per 24 condizioni lineari cui deve soddisfare la r'^K Con ci6 resta pro- 
vato che il peso totale delle condizioni fondamentali, cui va soggetta ogni 
curva r"S t 56; come doveva appunto accadere: 

4(15 —0 = 14 + 3-8 + 3-4+ 3-2. 

Osservando ora che la curva d*intersezione variabile fra due super- 
ficie f'*^ & obbligata a toccare otto volte le superficie V lungo la cubica 
p', e sempre soiio una direT^ione dettrminata ed unica per ciascun punto 
di p^ si deduce che le 00' superficie 9"^ devono oscular si fra loro lungo 
p' con quella falda che t tangente alle superficie y (di modo che la va- 
lenza di p' neU^intersezione di due superficie 9' t 7.7 + 2). 

Come riprova si osservi che una curva r'*^, dovuta all'intersezione 
di due <p' qualunque, t effettivamente incontrata da una terza superficie 
f% fuori dalle linee fondamentali, in un solo punto variabile: 

15-15 — [M-7 + 8(7 + 2) + 3. 4. 4 +3. 2] = I. 

L'intersezione dd due coni osculatori in L alle superficie X^ e X^ 
consta della tangente in £ a p' e di tre rette, le quali saranno tangenti 
in quel punto tanto alia sesdca l'^, corrispondente ad L, quanto alia curva 
ponteggiata unita che d comune alle due superficie X^ e V^ . Dunque : la 
superficie ir'"* tocca, con tre delle sue falde passanti per p\ le tre falde 
ddla superficie unita o^ lungo tutta questa curva. Inoltre, poich^ tutti gli 
altri lamiy che la curva V ^ possiede nell'intorno di p' , toccano le super- 
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fide y, avrcrao ancora clic tulte e trt k itlire /aide di n' ptuituA ft 
p', toccano luHga p' U superficU X'. 

Si osserveri che ie %a rtitt parasiiie b,, h,, ... , b^ semplki ptr In 
superjicie jotidamcntak w"*, ( semplki dd part per la iuperficit 5'', rU* 
tano doppic peitanio rispcno at luogo ciic corrisponde \a S' aUa cubici 
jj', come dcve esserc mfam, tratrani.iosi di recte porassilt che agliwo 
due voitt* la curva p\ Tutto cio viene coofemiato daU'esame dell'mttf- 
sczionc toiale l^rale superficie it"^ e i*. 

La trasformazione /. 

9. Passiamo ora alio studio della tras/orma^ioiu involuloria I, ek 
liii per sostegno il complesso cubico r (§ 1), restringendoci sempreil 
caso piii gciicrale. 

Sia c una corda di p' e considcriamo la congruenza ^^f*''- ^ 
00' coppie di puim eomugari, che stanno sui raggi della congrucnn f, 
foniiano una suptrficie aulaconiugala •/. del 6" grado con la p' ptr Until 
trspla; dunquc utui rigala elltltica che aminette c come geaeratrice itm- 
plUe. 

I punti coniugati giaceiiii sui raggi di un fascio Le di f geneniw 
una qtiinlica dotata iH utt puntD tri}4o in L t di due punii doppi ni^i 
eslrani lUlla corda c. Nc scf^ui.- che : \c coppie di punii coniuga!s iit!U I, ' 
che slanno sui raggi di una Stella L del complesso T, formano una super- 
ficie autoconiugata "k del quinto ordine, avente il punio L della p' com 
triplo e questa ctibica come linea doppia. 

Queste superficie I sodo omatoidi; i punti di una qualunque di 
esse sono riferiri biunivocamence al sistema delle corde di ^' . Al varlare 
di L su j)' , la superficie X genera un fascio; cosicch^ I'i/.volu^ione I 
i generabile mediante un fascio di superficie autoconiugaU >.' , ognuna ddU 
quali ha un punto triplo variabik lungo la cubica />' t passa (in conse- 
guenza) due volte per questa tinea, loccaiido It due falde di ogni ailrfl 
superficie del fascio lungo tuita la medesima. 

Due superficie X qualunque avranno a comune, oltre della p> conaa 
sei volte, una linea del seitimo ordine, che cbiameremo 0^, formaia da 
7 corde della cubica />' *). Ad un punto qualunque M di 0'' corrispoft' 



*) Le superficie del ;° ordine, dotaie di una cubic* dop^ e di un ptinio ti^4> 
(su di es&iX furooo parlicoUnnaite studiite da A. Dsl Ri in divene Note ; 
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dono, p^r la rappresentazione di F su 2, tutte le gen^ratrid del 
cono MpK 

Essendo c una corda di /)' , e x I^ superficie ad e$sa inerente, la 
retta c segheri ulteriormente il cono cubico Mp^ in un sol punto N. 
Sulla retta M N giace intanto il cpniugato M' di M ; quindi la ^^ dovri 
coQtenere M ; e per conseguenza tutte le superficie x^ passeranno per 6^ . 

Due qualunque superficie x> siano per es. Xi ^ Xa > ^^ segano nella 
p^ contata novt volte, nella 6^ ed in un luogo residuo del 2° ordine, 
evidentemente composto di due corde della cubica. 

Le superficie x formano cotnpkssivamerUe una rete, la quale h com* 
pletamente determinata dalla cubica />' , come curva base tripla, e dalle 
sette corde di p^ che costituiscono o^ , come linee basi semplici. 

Le X cb^ conteiigono una data corda r di p' formano un fasdo, 
la base del quale consta di p' , contata nove volt^, del luogo o^ e di 
un'altra corda di p' generatrice comune a tutte le superficie del fasdo 
e, per conseguenza, coniugata ad r in forza di /. Dunque la / coordina 
a qualsivoglia corda r di p^ un'altra corda r' ; di guisa che i punti omo- 
loghi suUe due corde coniugate r ed r' si corrispondono proiettivamente* 
Da d6 si deduce una nuova costruzione di /, visto che il fascio delle 
superficie x> contenenti un punto A dato a piacere, passano tutte per 
la corda r di p^ che passa per A; q che questo fascio determina la 
corda r\ coniugata di r, su cui deve stare il punto A^ coniugato di A. 
n punto A' cadri poscia dove la r' s'incontra con la retta che, uscendo 
da A^ si appoggia simultaneamente alle p\ r\ 

10. Sia L un punto di P\qV la superficie del fascio (X) inerente 
al medesimo. La prima polare p.^ di L rispetto a questa superficie h 
del quarto ordine e sega la superficie V , a prescindere dalla />' contata 
due volte, lungo una curva del 14° ordine con un punto 10^^° in L. 

Al variare di L questa curva descrive una certa superficie a doppia 
per L L'ordine della superficie a pu6 aversi come segue : Una superficie 



i Rendicond dell*Accademia del Lincei, a. 1890-93. Una di taH superficie k rappre* 
sentabile univocamente sul piano mediante un sistema lineare oo3 di quartiche con 1 1 
punti fissiy quattio dei quali sopra una retta ch*d imagine del punto triplo. Essa con- 
tiene» in gmerale, 1 1 rette tutte corde della cubica, quattro delle quali passanti per 
il punto triplo, come si verifica infatti per ogni superfid^ Xs , dove ie sette rettc nqi^ 
coateoenti il punto L formano U luogo ol . 



ACBINA CILDA 



•f^ quiiliiiiqut: cssendo involutoria (a iitoconiugata) in /, !e sue generatrici 
si corrisponderaniio fra loro due a due (^ 9), e le coppie di gcnerairici 
coniugate formeranno un'iiivolH^ioiic ra^iomile : visto the tale iijvoluzioDe 
^ segata sulla y_ da un fascio gengrico di mpcrjicie •/. Djtta involuzionc 
avrA qiiattrv dementi doppi {uuo essendo il gentre dclla rigata ;fj il 
luogo dei quali, al variare di y_, e appunto la superBcie doppia o. Ga- 
scun punto di ^juesia superficie sari doppio per 7. Infarti due generatrid 
coniugate r ed r' sono segate dalle 00' supertidc: aatoconiugaie V nellt 
Co' coppie di punti coniugati ; e i due punti di ciascuna coppia coind- 
dono allora ed allora soltanto, che coincidono le rene r ed r'. 

Rappresentando, com'5 semprc possibile, la coiigrucuza S dellecorde 
di p* birazionalmente sui punti <li un piano, iu manlera cbe le oq' scliiere 
quadradche di ^ abbiaao per imagini Ic co' rette del piano rappresenia- 
rivo, vcdiamo cbe Ic 00' rigatc -/^ hanno per imagtni le oc* cuVtchi d- 
litticbe passaiili pir ittle punti fiai 0, , 0,, - - . , 0. , imagiiii dcile son | 
corde 0' . Dunijue Tinvoluzione, che la / dctermina fra le oo^ corde di 
j)' , avri per imagbe una involnTJoiic piaua drl Geiser, descrini c 
rete di cubiche plane con scire punti fissi O, , . . . , O *). Dunque Jfl 
rigala doppia o avri per imagine una sesltca C^, q, con scne f 
doppi nei punti fondamenuli del piano rappresentativo, e sarcl in conse- 1 
guenza del 1 2° ordinc con la p' per direttrkt sestupla e le 0, , 
per generatrid doppie. 

II. L'intersezione del cono cubico osculatorc ad una qualunque 
superficie >.* nd punto triple L con la cubiea p' si compone di cinqu 
punti caniulati in i e di aliri quatcro L, , L^, L , L : per la qiul 
cosa le rette che uniscono questi ultinai punti con L giacieranno sulla 
superficie V. Dunque: ogui superficie V conttette quatlro rette LL^ 
(t := I, . . ■ , 4) uscenti dal sao punto triplo L ed appoggiate in un a^d 
punto alia cubiea p' . 

Ciascuna delle quattro rette h compresa nell'intersezione della su- 
perficie i', cui essa appartiene, con la (a', polare di L rispetto alia me- 
desima ; ed k anche facile vedere che la retta L L- sari coniugata per 



i 

1 
1 



*) Geiser, Veber iwei gtomilriscbt Probltmt [Crelle's Journal, LXVII (1867), 
pp. 78-89]. Vedi anche Bertini in Ann. di Matem., vol. 8, (1877) cDe Paous, £t 
traifoTtnaxioni piant doppii uelle Mem. dell' Ace. dd liDcd, serie III, vol. i" (1877). 
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intero ad un cerlo punto infinilamente vicino al punto £,. (nel quale essa 
si appoggia ulteriormente a p^) e giacente sulla striscia infinitesima ch'6 
comuue a tutte le superficie X lungo la cubica />' ; e precisamente su 
quella falda di X^ che non contiene la retta LL. . [La quale striscia t 
anche comune a tutte le superficie cp' che, in forza di /, corrispondono 
ai piani 9 di 2, superficie che, come vedremo fra poco (§ 1 2), devono 
toccare, con due delle tredici falde passanti per p^ , tutte le superficie 
X lungo la curva medesima]. 

II sistema 00' razionale delle prime polari \i^ ^ d^indice quattro^ La 
superficie generata dai due sistemi proiettivi, uno (quello delle V^ d'or- 
dine 5 ed indice i, Paltro (quello delle p.^) d'ordine 4 ed indice 4, d 
del 24** ordine, e di essa fa parte la superficie a'*. II luogo delle rette 
analoghe ad LL^ sari quello che si ottiene escludendo dal luogo del 
24° ordine predetto la superficie doppia d" : sari dunque una superficie 
fondamentale, che chiameremo a, del dodicesimo ordine. Del resto si po- 
trebbe vedere anche direttamente che questa superficie fondamentale d 
del 12° ordine, e contiene la p^ come linea sestupla e le sette corde 
0, , 0^ , . . . , 0^ come rette doppie. Delle sei fnlde con cui la superficie 
a passa per la cubica p' , tre toccano Tuna e tre Taltra delle due lalde 
con cui le V passano per p^ . 

12. Se V^^ y V^\ V^^ sono le tracce di un piano arbitrario sulla 
cubica p^ , il luogo dei punti coniugati esistenti in quel piano si spezzeri 
nelle tre quintiche da esso tagliate sulle superficie V*', X^*', X^'' e nella 
traccia del medesimo sulla superficie a'* . Quindi : La trasforma^ione I 
t del 27° ordine, e le superficie <p', che essa fa corrispondere ai piani <p, 
passano con tredici falde per p^ e con cinque falde per ciascuna delle sette 
corde di p\ che formano 0^ . 

Osservando che Tintersezione di una <p' con una superficie "k consta 
sohanto di p' , 0^ e della curva /' congiunta ad una sezione piana / di "k 
(curva ch'6 del 16° ordine), si ha che le 00' superficie <p'*' devono toe- 
care con due delle 13 falde passanti per p^ le superficie V lungo tutta 
questa curva. 

13. Se le due falde comuni a tutte le >. si toccano in un punto L' 
di />' , il piano tangente comune intersecheri la cubica ulteriormente in 
un punto L: sicch6 la corda LV giacieri per intero sulla superficie 



« ri cooiugata a ciascuao dei suol pund ; sar4 insonima linea 

a I. Qucste corde parassitc, chc cliiamcrenio h, sono ante 

.ri no della />' nei quali si K>ccaiio le due falde coniuni a laae 

e X II numero di quesct punti i: otto, come subito si vede 

qiiindi nelld J esistone olio cordt b , A, parassile. 

14. Sbno L ed M i punti dove i piatii rispeitivanience tangcnd alle 
lue falde delle superficie X in uno stesso puiito i, della cubica f ' s^ 

no ulleriormente h cubica. Se una retia r inconrra la superficie «" 

ui un punto della generairice L, M, la curva r', ad essa coniugata, dorti 

passare per quel certo punto L. dell: p* , eli'i coiiiugato alia generatrice 

X; ' di K, e toccar c|uivi la recta L. L. Ciascuno di qucsci inconu'i con 

:zioiii as; ate implica dunque Ire condizioni per il sistema deflc 

t'. '. icne chc la superficie at deve sntccarsi In voXn dalla so- 

L dcUe f'; e •nh.e le super&cie f' devono osculani fn 

loro lar tuud la cubica p' con anibedue le falde tangenti alle due 

falde di : superficie "k. Ci6 i d'accordo col faito cho la superficie a, 

staccandosi tre volte dalla delta Jacobtana, I'intorno della p' , ch'^ coBune 

a lutte le tp', deve contare per ire curve fondamentali infinitamente vicine. 

La base del sistenia lineare fonnato da tutte le superfide 9' '' view 

pertanto ad essere completamentc Don. Infatti due 9' qualunqiie ii » 

gano, fuori delle lince fondamentali p', 0' cd h-, in una curva r' del 

27° ordine, cli'C- la corrispondente di una retia r di £. 

15. Una superficie ).' i segata dal suo cono tangentc in L secondo 
una curva /" deil' findiasimo ordbe, coniugata di L: giacclie dairbter- 
sezione totale di detta superficie si staccano le quattro corde Z.L-, che 
hanno per luogo la superficie a" (^ n). C16 d'accordo col fatto che 
delle tredici falde con cui le f' passano per p' undid sono variatnli e 
dut fisse. La /" 6 razionate, e passa con otto rami per il punto L. Va- 
riando L su ji' , la I" descrive tttia superficie it' coniugata alia cubica 
Jondamentale p' : essa i del 26' ordine, contiene p^ come curva multipU 
secondo otto td 0' come linea quintupla. Delle otto falde con cui b «' 
passa per p', quattro toccano Tu/.a e quattro I'altra delle due falde di 
una V qualsiasi. 

16. Si consider! una qualsiasi 0, delle sette corde 0' . La superfide 
at', coniugata ad o. sari evidentemente il luogo della curva comune ad 
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UQ piano passante per o. ed alia superficie V inerente al punto L, dove 
questo piano incontra ulteriormente la cubica p' . Quindi ad ognuna delU 
SOU corde di /)' che compongono o^ corrisponde una superficie ci)|. del 6® 
ordim corUtnenU la p^ e la o. come linee doppie e le altre sei corde di p^ , 
che assieme ad o. formano o^, come linee semplici. 

La Jacobiana del sistema delle cp'^^ 6 ormai pienamente assegnata, 
componendosi della w"*, delle sette superficie w^(i = i, 2, ..., 7) e 
della superfide a contata ire volte. 



Catania, novembre 1903. 



Grazia Macrina Caldarera. 



Care M m ttm . ftimw, t. XTOI (1904). — Stftmpato Q 27 mA^po 1904. 



SOPR.\ II. LIMITE SUPERIORE 
DEL MODULO DI UNA FUKZIONE INTER.I DI ORDIN^E FLVITO. 



Mola di G. Bagnera, in Messina. 



fco=n(.-t)' 



0) 



un prodotto assolLttameate convergente Ji fattori canonici, 
die la scrie a teniiint generalmenie (iecrescenti : 



M 



+ ■ 



t convergente per o ^ p ~\- i c divergente per a =: p, di modo cbe f 
6 il genere della funzione intera f (^). Denote con i un numcro non 
superiore a p -j- i per cui la (2) sia convergente, e perd6 tale cbe 

(3) P<^^p-\-U 

e mi propongo di dimostrare, con lo stesso metodo proposto dal sigoor 
H. PoiNCAR^ nel caso di 1 intero, la diseguaglianza : 

(4) If WK <"'"'. 

la quale sussiste, per ogni a positive assegnato a piacimento, sul»to cbe 
1^1 supera un nuniero cenvenlentemente scelto. 
Tutti i fattori di (1) sono della forma; 



9(W) = (!—«)(' 
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ed 6 note che lo sviluppo della funzione intera <p (u) h della forma : 

dove c, , c, , ... sono numeri positivi la cui somma ^ eguale airuniti. 
In primo luogo mostro che si puo determinare una costante i > i 
in modo che, per qualsivoglia valore di m, si abbia : 

(5) I? («)i < «""'" . 

Essendo <t >• />, 6 chiaro che si ha 

I? («)i < «'"'' 

quando \u\ supera un detefminato nuniero i?, e perci6, prendendo Jt>" i, 
a fortiori sussiste (5) per i detti valori di \u\ ; dimostro che sussiste an- 
cora quando \u\ non supera un numero positivo r <1 i, e d'altronde 
arbitrario. 

Infatd si ha: 

|?(«)|<i+|«r(c. + <;.M+...), 
poi, osservando che c, -f- c, + * * * ^ I'uniti e che |u| < i, si ha : 

i?i(»)i< I + i«r" =^ 1 + i«r <«'"'' , 

purchfe si tenga conto di (3). Dunque, avendo scelto A> i, ha luogo 
la (5) a fortiori. 

Finalmente, per valori di u il cui modulo resta compr^so tra r ed 
Ry si chiami M il massimo modulo di <p(u), e si determini k in modo 
che sia: 

ed allora la (5) ha luogo anche per quesd valori di u, ed in conchiu- 
sione per qualsivoglia valore di u. 

Questo primo punto stabilito, dimostro, seguendo il sig. H, PoiN- 
CARfe, che, comunque sia dato il numero posirivo a, si possono sempre 
trovare infiniti numeri positivi a^ , a^ , a^ , ... in modo che si abbia : 

« = «. + «» + «,+ ••• 



ed 
(6) 



OL. = k 



per tutd gli n superiori a un numero v che dipende da a. E difatti, 
giacch^ la (2) 6 convergente, posso determinare v in modo che risulti: 



k 



> 



I 


a 

+ 


I 



+ 



320 6. BAGNE&A. 



,^.l< 



e perd6, se pongo (6) per i detd valori di n, qod che resta soppri- 
mendo nella serie delle a. i primi v termini i minore di « ; allora io 
posso disporre di quesd primi v termini in modo che la somma ddh 
menzionata serie sia a. 
Cid postOy essendo: 

si ha, in virtii di (5) e (6), per n > v : 

e quindi, limitandosi ai primi v fattori, si ha con maggior ragione: 

n secondo membro dell'ultima diseguaglianza t della forma: 

dove Q e P sono due polinomi, il primo di grado v ed il secondo di 
grado p rispetto a |:^|, e ^ ^ un numero posidvo ^uale alia somnu 
*i "4" *a 4" * • • + *» • Giacch^ 6 a > /> il detto secondo membro tendc 
a zero quando |:(| aumenta indefinitamente, e perci6 diviene e resta mi- 
nore dell'uniti quando \^\ supera un numero convenientemente scelto. 
Dunque, per tali valori di |:(|, si ha: 

ciofe (4). 

I ragionamenti che precedono non sofFrono eccezione nel caso di 
^ = 0, ed moltre, come risulta da (3), non ho avuto bisogno di supporre 
<y <ip -}- i> di modo che la dimostrazione ora data, comprende le tre 
dimostrazioni riportate nelle pagine 48-61 del libro del sig. E. Borel: 
« Lemons sur Us fonctions eniitres ». 

Messina, 15 marzo 1904. 

Giuseppe Bagnera. 



CIRCOLO MATEMATICO PI PALERMO. 

ESTRATTI DAI VERBAL! DELLE ADUNANZE *). 



ADUNANZA DEL 24 APRILE 1904. (Presidenza F. Caldarera). 

Sorveglianza della Biblioteca, — n Presidente comunica che TUfHcio 6{ 

:sidenza ha deiegato il IVof. F. Gerbaldi alia sorveglianza della Biblioteca, in con- 

iiiti della deliberazione presa dall'Assemblea dd soci residenti nell*adunanza del 

febbraio 1904. 

Mexnorie e Gomunicazioni. 

LEBON : Sur U nomhre des nombres premkrs de i d N, 

LEBON : Sur la somme des nombres premiers de i d N, 

BAGNERA : Sopru il limite superiore del modulo di una fun:^ione intera d'or- 

Jinito, 

D. Macaluso. 



ADUNANZA STRAORDINARIA DEL 5 MAGGIO 1904. (Presidenza F. Gal- 
hua). 

IHxnissioni dell'Ufficio di Presidenza. — II Presidente presenta le dimis- 
li di tutti i membri dell'Ufficio di Presidenza accompagnate dalla motivazione se- 
cite: 

« Egregi GoUeghL — £ a vol ben nota la causa che ha prodotto in prindpio di que- 
*anno una crisi spiacevole nella amministrazione del Gircolo Matematico di Palermo, 
•a proposta di abrogare il Regolamento della Biblioteai (il quale gii^ da cinque anni 

in vigore) e di non consentire il prestito di libri, che sin dai primordi del Gircolo 
^evano i soci residenti, parve non rispondente ad uno dei fini della nostra Societi, 
\ueUo do^ di contribuire alia diffusione della cultura matematica e di aiutare i sod 
nd loro studi; epper6 I'assemblea dci residenti respinse quella proposta. 

c In conseguenza di db alcuni colleghi, che Tavevano sostenuta, voUero allonta- 
oarsi dail'Uffido di Presidenza, ed inutili riusdrono le nostre insistenze, uffidali e 
)rWate, per farli desistere dalla presa determinazione. In seguito al costante rifiuto 
ii essi, d sobbarcammo ad assumere ramministrazione della Societii, dolenti di non 
)0tere piti giovard del loro valido appoggio e fidudosi tuttavia che Tassodazione 
ivrebbe ripreso la vita quieta degli anni scorsi c che noi avremmo potuto compiere, 
lello interesse del Gircolo, senza attriti ed ostacoli I'opera nostra. 

«Ma una opposizione latente contro la nostra amministrazione ^ andata via via 
lumentando ed ora ^ stata resa anche pubblica da una Gircolare, in data 25 aprile 
). p., che il Ddegato dd Gonsiglio Direttivo per la Redazione dd Rendiconti ha 
argamente difiiiso anche fiiori dd campo dd cultori di matematica. La pubblidt4 



*) Pd Tcrb«li precedent!, veii: t. I, pp. io8, 4S'SS> i>9-iS^> 379-390; t. U, pp. 77-96, 15a, 184-188, 
H, pp. a30'33S> a73-a78; t. IV, pp. 63-71, 275-286; t. V, pp. 279-288, 3>9-324; t. VI, pp. i3$-i64; 
^^ PP* 37*48, 309-312; t. VIII, pp. 166-168; t. IX, pp. 265-272; t. X, pp. 38-40; t. XI, pp. 181-188; 
UI, pp. 307-3"; «• Xm, pp. 374-3^; «• XIV, pp. 303-312; t. XV, pp. i$8-i6o, 369-370; t. XVI, 

494-296; t. xvn, pp. 168-172, 386-389; t. xvni, pp. 199-204. 



■ dala ad un confliito Ji amibuiiom, sono in il Ddegsio suddctto e TUffido di Pt^ 

■ iiiieiiia, rende imptKsibile qucU'amidicvotc accoido cbc cr> da noi di^sidtraio, padt ' 
s iadiipeoulnle al buon andainciitu del nofitro Grcolo. 

oPotremmo esporre anche noi pubWuamciiw ragioni e (atti per mostrire iH 

■ abbta veiamente csortHtato dalle atmbuooiii a dascuno riierbate dal nusiro Sunw, 

• ma, cosi facendo, d Uscereiniiiii tra^nan: in polemiche, non solo incrcidose aJ: 
a iafciionde ; nu, quel che i p«ggio. nodvc alia nostra Sodeti c non dcgne d'anr 

■ auodadoDe puraiueute sdeudfka. 

1 Ptefcriamo, egregi CoUeghi, rawegnarvi, cirila niassinu seienitl, le 

• da membri dell'UiEcio di Prtsidenia. nella speranza che altri riesca a ri 

■ cocdiali relaiioni tra i sod resideiiii, rag^ungeodo il doppio 
isempre prospcra la vita del Rcndiamd e di far si che la Biblioieca oostra pteuil 

■ massima aiuio agU studi di tuttl i sod*, 

Taaij il iodo Albeggiaki chv il sodo Gebbia, anche a name dei coUeghi. t.jA- 
mono il loro vivo rincresdiiienio per (juesw diniissio(ii. Non fanoo all'Assenihlei II 
propoita di non actetiarie e di prcgarc i coUcglu di ricirarli;, pcrcht hanno ragioncfi 
ritcnere che questi \Offi 

Lc diiiibsioBi suddc 

Si ddibera di naiaiidart: al lo maggio correaic I'cl^onc del nuovo Uffido, 

O. MACALL-tU. 

ADUNANZA DELL'S MAGGIO 1904. (Presidenta F. Caldarera> 
Ammissioae di nuovi sooL — In scguiio a doinanJa (Art. 9 dello Suniiaj 
del Dottor Gcovanni Domen'ico D'Arone CPalcrmo) u procede a votaiione a sdiok 
se^etc per accoglicrtu fra 1 t/oa iciidcati. Kisuiia deito all'uaanuuiU. 

D. Macalusd. 



ADUNANZA STRAORDINARIA DEL 10 MAGGIO 1904. (Presidenu F. Oi- 
dakera). 

II Dotwr U'Arone ringraiia pet b sua riammissionc a sodo, 

Elezione dell'Ufficio di Presideoza pel biennio 1904-1905. — Sana 

prt;scnti i sod : Alagiia, AJbcggiam, Caldarcra, Conii, U'Acone, di Sinioue, GcbH 
Gerbaldi, Guecia, Macaluso, Mai^no, Mignosi, Pcpoli, Ponrdli (S), TorcUi. — Si pn)- 
cedc J sinvcinio &e^eio, con unica sfheda, alia votazionc pet le caridie ddl'U&iofi 
Presideiua pel biennio 1904-oj, in seguito alle dimissioni dei componenti dellTJffiao 
suddetio. — Votanti quiodid. — Riescono etetti : 

Presidents Albeggiani con voti 14 

Vice Presidente Gbbbia » ■ 14 

iDI SiMOHE ■ • 14 

GUERRA ■ » 14 

i La Mensa ■ ■ 15 

i Segretan J 



Segreuii 






j P0UT[ 
e PORCELU 

. ( Alagna 
( Pbfou 



BSTRATTI DAI VERBALI DELLE ADUNANZE. 223 

Gli eletti presenti, cio^ : Albeggiani, Gebbia, Di Simone, Guerra, Porcelli, Alagna, 
Pepoli ringraziano TAssemblea e, dietro invito del Presidente, dichiarano di accettare 
le cariche loro rispettivamente assegnate. 

D. Macaluso. 



ADUNANZA DEL 22 MAGGIO 1904. (Presidenza M. L. Albeggiani). 

Axnmissione di nuovi soci. — Dietro votazioni a schede segrete, la signorina 
Dottoressa Maria Ripamonti (Petralia Sottana), proposta dai soci Caldarera (F.) e 
Gerbaldi, ed i signori Dott. ]ost Rius y Casas (Zaragoza, Spagna), proposto dai 
soci Alasia e de Galdeano, e Dott. Antonio Zappetta, proposto dai sod Albeggiani 
e Del Giudice, sono eletti soci non residenti. 

Elstratti agli Autori. — II Presidents ^ ben lieto di constatare che, coi 
nuovi ammessi, h stato raggiunto il numero di duecento sod. Pertanto, stante gli ac- 
cordi presi dall'Uffido di Presidenza col Direttore dei Rendiconti, andri^ da oggi in 
vigore k deliberazione del 17 marzo 1901 (questi Rendiconti, t. XV, pag. 159). In ese- 
cuzione di essa, ad ogni sodo autore di nota o memoria, accettata per la stampa dai 
Comitato di Redazione e pubblicata nd Rendiconti, saranno dati gratuitamente cento 
estratd dd suo lavoro. 

Biblioteoa. — II Presidente comunica che TUffido di Presidenza ha delegato 
al sodo prof. Torelli tutti i propri poteri per sopraintendere, durante il bien- 
nio 1904- 1 905, a tutti i servizi della Biblioteca del Circolo. 

Memorie e Gomunicazioni. 

PINCHERLE : Risolu^iione di una classe di equa^iioni fun^ionali, 

STUYVAERT: Sur la courbe lieu des points de contact des surfaces de deux 
faisceaux, 

G. D I Simone. 



CONTRIBUTO AIXA TEORIA DEI PRODOTTI INFIinTI 
E DELLE SERIE A TERMINI POSITIVI. 



Nota ili Ettore Bortolotti, 



Mi propongo, con qiiesio breve Livoro, di cercare delle reliiioiii 

fra il comporumento assiaiorico delk variabile ?. ^ ) [(1+^.)* 

la Icgge di formazione della variabile reale h, , ijuando rj tenda ill'm- 
finito. 

Porr6 prima in riscontro le variabili y_ , eJ « ' , ricavandone, po 
la f^ , le condizioni di convergenza assoluta e condizioiiata, e, nel ciso 
deUa convergenza, un metodo per il cakolo approssiraaco, nel caso dclk 
divergenza, un criterio per dewrminarne la rapiditi di crescenza. 

In secondo luogo, poiiendo a'^ -|- a'^ r= a^ , cercheri di far dipen- 
dere la detemiinazione del comportamento assintotico, od ii cakolo uu- 

merico nel caso delh convergenza, della variabile 9, ^ I I (i + flj , 

da quelle delle variabili 'I'l = iTC^ + K^> K = 11 C^ "f" O- 
Sari agevole di qui passare al caso in cui si abbia a^=^xb^,t saHfin 

analoghc relazioni fra le variabili 9, = Ij (i -f- ^i,), +, = Il (l + 1,) ■ 
In particolare si vedrd che, nel caso della divergenza, se I'ordine i£ 

infinito (di infinitesimo) della variabile ')', si assume come uniti, e se« 

^ una costanie posidva, I'ordine delk f, £ espresso dal simbolo (a), 
Piii generalmente, ie u, , c, sono variabili rtdi, soddisfacmli U vm- 
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diT^ioni : a) h a^ sono tutte dello stesso segno, {i) i binomi i -}- fl. ^"^^n^n 
sono tuiii positivi, e se ^^, ^^ sono i limiti infer lore e superior e di inde- 

UrminaTione della espressione ,\ , — ^^ , la variabile 1 | (i 4- a c) 

lg(i +0 i iv -r n «/ 

non t infiniia (infiniiesima) di ordine inferiore a quello della variabile 
I I l(i -{"^f) > w^ ^* ordine superior e a quello della variabile 

I I I (i + ^r) > ® positivo qualunque. 

In particolare, se \ima^ = o, lim c^ = P, 51 ha p^ = p^ = p, c 



nrntoa M^oo 



n 

dot, V or dine di infinito delta 1 f (i -f- ^r ^r)> ^^^ondo il concetto di Cauchy, 

t tguale a quello della variabile iTC^ + ^r) • 

Riprendendo alcune ricerche precedent!, mi studier6 in fine di 
mettere in relazione le variabili 



»^o"^« 



^o 



a{K)dx 



estendendo cosi ai prodotti infiniti un metodo che fu dato dal Cauchy 
per le serie a termini positivi. 

Di cotesta quistione, per altro, non dar6 che un rapido cenno, riser- 
bando ad un prossimo studio una piu ampia trattazione 

Ho voluto nel § I, insieme con alcuni risultamenti che ritengo 
nuovi, stabilire le principal! proposizioni che servono di fondamento alia 
teoria dei prodotti infiniti, perchd il metodo che ho seguito porta a di- 
mostrarle, quasi senza sviluppi di calcolo, nel modo che parmi piil sem- 
plice e naturale *). 



*) Non richiedo a chi legge che le prime nozioni sui limiti e sulle serie, quali si 
insegnano nel corso di Algebra ai nostri studend di primo anao e ^i trovano, per 
fissare Ic idee, n^lii* Analisi Algebrica del CesXro. 

n Pringsheim in una dotta memoria dei vol. XXXIII dd « Mathematische An- 
nalen » stabilisce i fondamenti sulla convergenza dei prodotti infiniti con metodo certo 
ligoroso, e, dal suo punto di vista, elementore; ma lungo, difficile, laboriosissimo. Egli trova 
nccessario quel metodo, per evitare la considerazioae di trascendenti logaritmiche, usate 
dal DiNi nella sua dassica memoria « Sui prodotti injiniti » (Annali di Mateniatica, se- 
rie II» t 2y 1870). Credo che il $ I della prcsentc pubblicazione, dove mi sono stadia to 

Cm. iltflMi. P^Urmo, t. XVIII (1904). — Stampato il 6 giugno 1904. 29 



Dellu seiie a Urmiiii positiv), tratto inciiicntalmente, nel § II, per 
mostrare come il aietodo the uso per lo studio dci projoni infinin, 
possa giovare anclie per quello dcllc seric, e conduca rapidameriti.- u criid, 
deld logaritiiiki, di convergeiiza, ed a criuri che ia laLuni casi servooo 
per determiaare I'ordinc di infioito di seric divcrgcnti. Nel ^ HI, e nd 
IV, poi, studio il comportaniL-ntd assintotico della serie a termiiii posjavi 
^[fl, — l6{'4"''.)]> '^<'V"= "v ^ ""^ variabile rcale !nfini:esima per 



Qucsta serie, per a, = — , ha per somma la costante di Euleko ei i 
in ogni caso streiiamente legata con Ic variabili 

f. = !!(' + ''■>■ < = t'-- 

SI 

I . Sia a, una variabile posiriva ; si iiidichi con A_ h somrn io 
primi termini dctia scrk 

(0 %'. = '. + '.+ ■■■ 

c con y, il prodotio dd primi n fanori nel prodotto infiuito : 

<») lie- + ",) = + «,)(■ + «.) ■■■ 

Le variabili A^ , ip__ sono entrambe sempre crescenti ; se uu il- 
uteno di esse e infinia per « ^ « , poirenio scrivere *) : 

(3) ' ''■ '- "■"'*■ 



— Ig?. — 'St. — Ib?^, 



quando csista ii sccondo menibro. 
Ma si ha 



(4) 



lim 



■gf. - Ig?.-, 



lg(" + «.)- 



di imiurc U iaohezra e ta eleganza dei meiodi del DiNi e del CaucuTi evinnw 
coiisiderazioni di orilini.- Ira seen dentale, non sari crovaia dai iiojiri scolan racno a'- 
[uentare di qutllo del Princsheim, 

*) Cfr. Cesaro, Analisi Algebrica, pag 38. 
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dunqae, quando sia detenninato il limite della espressione lg(i -f- flj'", 
avremo: 

(s) lim ; — ^ = lim ; 

^^" ig(i + O" 

ed, in ogni caso, usando il simbolo lim inf./^ per indicare il limite infe- 

UMbOO 

riore di indeterminazione della variabile f^ , si avrd *) : 
(6) lim inf. -. — =_ \^ lim inf. 



hbOo im nj trsoc 



igO + O"" 



2. Supponiamo ora che sia 

lim a = o 



n 

HbbOO 



Per ogni valore finite di n avremo (i -f- ^„y" < e, ed al limite, 

i_ 
per « = 00 , lim (i -f- a J"" = d **). 

D*onde si deduce: 

(7) igt"""'"^'"' '"-^°' iiS*« = ° 

ed ancbe : 

(8) — = <p,^, e, >o, lime, = 0. 

Til **■ 



3. Le variabili sempre crescent! A^^ <p^ sono determinate per w = oo. 
Se non 6 lim a^ = o , divergono entrambe, se 6 lim j = o pos- 

sono converger e. La formula (8) pero, dimostra che esse sono sempre 
insieme divergent! : d'onde il noto teorema : 

Condixione necessaria e sufficiente per la convergtn^a del prodotio in- 

00 

finiio I I (i + fl„) ^ cfe^ converga la serie S" «„ • 

4. Le variabili A^ , <f^ sieno conver genii, Posto 

(9) «« = ^«^, + ^n^^ + • • e. = (l + ^..,)(l + a,^,) . . . , 



•) Cfr. O. Stolz, Mathematische Annalen, Bd. XXXIII, pag. 243. 
••) CesAro, loc. dt., pag. no. 



BORTOLOTTL 



avremo *) 

(lo) lim ; — ~ = lim i — TT^ ~i — = lim j—p — 7=^ = = 

Scriveremo pexdit 

ed anche 



dJ limUe delSa variabiU t' 

Gilcolando dirctcimeme il prodtrtto dd primi tt fartori, avremo IHI 
limiie superiore tlcU'errore commesso trascurando gli aim, se calcoieremo 



i 



la espressione e' , oi una espressione approssimata in eccesso di quesD' 

5. Nei caso delk dtvergen^a, ie forniiiie (7) d assicurano the ia 
itrie V a^ ha lo stesso ordine di infiniio e la stessa parte principdU iJd 

logarilmo del prodotio infiniio 1 [(i -|- aj. 
Dalle formule (8) poi ricaviamo 

lim — ^ I , 
cio^ i'ordine dt infiniio del prodotio [TCi +0 * tninore od tgualt a 



quello della espressione e 

A\. ^ m vedremo in quali casi cotesd ordini sieno eguali. 



*) Ibidem, pag. 99. 
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6. Indicando con b^ una variabile posidva infinitesima per n = oo , 
c con B^ la somma 5^ = i^ -f- ^a "f" • • • "h ^n > poniamo : 

4', = (i-^)0-^)---(i-O. 

Lc variabili JB^ , i|;^ , sono entrambe monotone ; nel caso che la 
prima sia infinita, o che la seconda sia infinitesima, potremo scrivere: 

D D ^^^ D _ 

lim 7—7- =: lim -, — r^ . *7' = ^^ = — i . 

Se con <r^ indichiamo una variabile positiva infinitesima per « = 00 , 
avremo perci6 

— B c"^" 

(14) "1^=1 -^n> ^ = +;r'"> <^«>o, Um<r. = o. 



Ricordando che per le variabili monotone 5^ , i|/^ , esiste sempre 
limite determinato, ricaveremo di qui la proposizione : 

oe 

Condiiione necessaria e sufficiente percht il prodotio infinito I I (i — b^) 

I 
convtrga verso un limite diverso dallo ^erOy t la cottvergenT^a della serie 

OP 

Inoltre potremo affermare che : 

OB 00 

Se la serie y^b^ diver ge^ il prodotio infinito j^T(i — O ^ i^fini- 

00 

tesimo di ordine maggiore od eguale a quello della espressione e 
7. Sia c, una variabile reale infinitesima per n = 00 • 

OP 

Consideriamo il prodotto infinito | T(i + O- 

I 

flO 

Se nella serie ^ c^ distinguiamo coi simboli ^, , ^^ , ^j , . . . fl^ , . . . 

b^ y i, , ij , ... b^, ... i termini positivi ed i valori assoluti dei termini 
negativi rispettivamente, potremo distinguere i tre seguenti casi *) : 

I. Le serie X ^« > X ^m > convergono entrambe. 

n. x> » » » divergono entrambe. 

in. » » » » sono Tuna convergente, Taltra diver- 

gente. 



*) Cfr. Dnn, Sni prodotti infiniti, Aoiiali di Matematica, serie 11, tomo O, pag. 31. 



^r IJO ETTORE 


mp 


^B 


^^^H^ I). Sc le serie ^ a, , 


.1*. 


convergono entrambe, 


sono convcrgenti 


^^^^m anchc i prcxlom tnJiniti 


nc 


+-J, n^'-y 


e la serie ^f_ 


^^^" converge assoluumente. 








^r Se indichiamo con c\ 


> c',t t 


|, ... ana parttcolare 


permutazione dei 


H termiiii della X'-» ^'^ '^"' coppia di numeri posirivi 


E, r faroiio cor- 


H rispoodere un numero n, 


, tale die le somme 




■ i, + i..,+ ... 


+ «;. 


..,,»;. + (.;..,+ ■• 


■ + K.", 


W dei termini positivi e dei 


ralori 


assolud dei ternuni negativi conicoud 


H Delia SOIIUD3 1 








L^ '; + '■.,. 


+ ■■ 


■ + C.. "^".^ 




^^^H aeoo entratnbe mulori di 


G. 






^^K^ Ma si ha: 








^K 




-'Tk 


1 


^B 


— = 1 


:, lim i-TT^ 


1 


V '"U"^' 


»:) 


""t}}'-' 


:) 


^^^* fiireino diiniiue corrispondcre al 


numero e un numero . 


N maggiorc di n. 


e tale ciie 
















■j''.; 




- i '.' 





Kirir, 



-<!+., K^gr- 



-<! + .. »,,«,>N; 



cio6: 
finalmente : 

e d6 dimostra la convergenza del prodotto F 1 (i + c,*) *)> cio^ b 
convergenza assoluta del prodotto T |(i + O* 



•) Cfr. p. es. Princsheim, Maihematische Aonalen, XXXIII, pp. lay, ijg. 
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m 

n. Le serie X ^n > X ^n divergono entrambe. Cangiando Tordine 
dei termini nelle serie ^c^ in tutti i modi possibili, questa serie verri 
a prendere tutti i valori da -[" <* ^ — ^ > ^ dascuno un numero infi- 
nite di volte; e per dati cangiamenti dello stesso ordine diverrA anche 
indeterminata. 

Ordiniamo i termini c^ in modo che la somma cj -f" ^1 + ' • • + ^l > 
per n abbastanza grande, superi qualunque numero posidvo M. 

Conservando le notazioni usate nel caso precedente, avremo 



l:«:-Z*;>M, n^«, 



O 

I— I l^f 



Dunque 



a' 






K Ik 

Smml 

e potremo supporre le c'^ ordinate in modo che il quoziente -^ abbia 

Ik 

1 
limite superiore di indeterminazione maggiore di zero. 

Da cidy e dalle relazioni 

Iim 5 = I, lim ;; = 1 

"•""igfl(i + a;) """igriC^-*'') 

I I 

[formule (7), (14)], dedurremo immediatamente : 

lim — -^ ^ — 5^ = I, 

'^ kYl^i + + ^ll(i - b:) 

I I 

n 

lim -^^ = I 

I 

e do prova che, nell'ordine indicate, il prodotto Y\{i + c^ diverge 

I 
verso -f- 00 . 
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La medesinia dimostrazione, quando la serie X^« ^ ordinata m 
modo che la somma c'/ + c, + • • • + ^'J si mantenga inferiore di 
qualunque numero negarivo — Af, serve a provare che il prodotto infi- 

nito I I (i + O corrispondente tende al limite zero. 

I 

in. Le serie X ^« > X ^n > ^^^^^ Vunz, convergente, Taltra diver- 
gente. 

La serie J! ^» ^^ ^1 ^^^o diverge assolutamente : con ragionamento 

00 

poco diverso dal precedente, proveremo che il prodotto I I (i + c J 

I 

diverge assolutamente ; e cio6 : verso -f- 00 se la serie ^ a^ diverge, 
verso lo zero se diverge la serie ^b^ *). 

8. Da tutto quanto abbiamo detto si ricava : Condixjone necessaria 

OB 

e sufficiente per la convergtnxa assoluia del prodotto infinito FT (1 + 1 J 

1 

^ la convergenia assoluta della serie ^c^ **). 

I 

La condizione necessaria e sufficiente per la convergenza assoluta di 
una serie ^ c^ consiste per6, come 6 noto, nella convergenza della serie 

dei valori assoluti : T] |c^|, ed ^ questa anche condizione necessaria e suf- 

00 

ficiente per la convergenza del prodotto infinito | 1 [i + k„|] ; conclu- 

I 

diamo dunque : 

CondiT^ione necessaria e sufficiente per la convergenza assoluta del pro- 

00 

dotto infinito I J (1 + c^, t la convergenza del prodotto: 



*) Non mi dilungo in molti particolari trattandosi di cose note. II Dini, ncUa 
raemoria citata, dimostra di piii che: alterando Vordine dei fattori si pud far prendere 
al prodotto infinito qualunque valor e e anche ridurlo indcterminato. 

Nei § III, studier6 la convergenza condizionata, considerando cosl il probleraa 
da un punto di vista piii generale. 

**) £ quasi superfluo avvertire che la convergenza di un prodotto infinito si intende 
al modo indicate dal Dini ed esplicitamente definito dal Pringsheim, cio6 si fa di- 
pendere dalla esistenza del liinite finito e diverso dallo ^ero per la successione 
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I 
formato cai valori assoluti \cj delle variabili c^ . 

Sn. 

9. Le presenti ricerche hanno principalmente in vista la teoria dei 
prodotti infiniti; ma i teoremi or ora dimostrari ed il metodo segulto 
possono utilmente servire anciie alio studio delle serie a termini positivi. 

Servano d'esempio le proposizioni seguenti : 

I. Sd la variabilt 9^ tende alVinfinito sempre crescendo e soddisja la 
condixiom 

Um ^' = I , 

U dm serie : 

(.5) |«.=$^-f^. P-=V--i^- 

diver gono entrambe con rapiditd pari a quella della variabile Ig 9„ . 
E pit esattamente si hanno le relazioni : 



P- .. I 



b 



lim -r^ = I , lini -i = i . 

1,-00 Ig (p^ n-co Ig (p^ 

Questa proposizione k una conseguenza immediata della formula (7). 
In particolare : facendo <p^ = w, si ha la nota proprietd della serie 
armonica, di divergere come Ign. 

n. Se la serie a termini positivi ^ — t dtvergente e soddisfa la con- 



"« 



di:^ione lim — = o, se si indica la somma dei suoi primi n termini col 

simbolo <T^ e si forma la serie ^ , questa si comporta assintoticamente 

come Ig <T^ . 

Pill precisamente si ha 

(16) lim ^"^ ^ = I . 

Si deduce ci6 dalla proposizione precedente col fare (p^ := <t^ . 

La successiva applicazione di cotesto risultamento conduce alia co- 

W,tmi. Cirt, MmUm. PaUrmo, t. XVIII (1904). — Stampato il 6 giugno 1904- 30 
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struzione della scab di serie divergent! 

07)1—. Z— . I;r:7^i7,' ^«.<T.ig^igig<^.'-- 

con la propried che la somma dei primi n termini di una qualunqiu di 
esse serie, tende alVinfinito con rapidith eguale a quella del logariimo deUa 
somtna analoga, nella serie precedente, 

Le proposizioni precedent! sono note da gran tempo, si trovano 
infatti nella memoria del Dini « Sulle serie a termini posiiivi » stampata 
negli « Annali delle Universiti Toscane» del 1867, e sono qui recate 
unicamente per dare esempio della breviti del metodo. 

Tenendo conto della proposizione : 

Se la serie ^ — i diver gentc, se p indica un numero positive, la 
serie: 

t convergente *); 

e giovandoci della prop. 11, formeremo la scala di serie convergenti: 

(19) 



«. '■"" ' «. «^. (ig «.)■"" ' ». ^. ig «^, (ig ig <^.)'*'' ' • ■ • 

Donde i soliti criteri, detti logaritmici, di convergenza per la serie 
a termini positivi **). 

III. Se la serie Y — diverge ed t lim — = o , /^ strit Y -^ 

diverge con rapiditd eguale a quella ddla variabile 
Infatti si ha : 



n 



(J 
n 



lim ^ = Urn . "' , = Un, "' = i . 



»i_ *i ___ « — I ^ 



2U 



n 



X Jo' fi T 

In particolare : la serie ^ — — diverge come — (Ig ny , cioe come 



;; ' / ; la serie y^ -^ — - diverge come Ig \<t„^ / . 



u a 

n n 



•) Cf. DiNi, loc. cit., ji 6. 
**) Dini, loc oil., § 8. 
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§in. 

10. Abbiamo visto al n° 5 che Pordine di infinite del prodotto 

00 

OP 2«n 

I I (i -}- ^J ^ minore od uguale a quelle della espressione e^ 
I 

Ueguagliati'^a di quegli ordini di infmito pub sicuramente affermarsi 

quando la serie X^« ^^ convergente. 
Si consideri infatti la serie : 

(20) a^ — lg(i + O + ^. — lg(i +0 + ^3 — ^g(^ + ^3) H 

Se poniamo 

5, = c„ = £k - ig(i + o]. s: = Ja:, 

I I 

abbiamo : 



Ora si ha : 

1 I 

X— o X xao 2 X x—0 2 2 

avremo anche perci6 : 

y «-oo fl! 2 



d'onde si vede che le somme C^^ di un nuniero pari di termini, della 
serie (20) convergono verso un limite finito C quando la serie X^« ^^^ 
convergente. 

Le somme C,^^, di un numero dispari di termini, differiscono dalle 
corrispondenti somme C,^ per le quantiti infinitesime a^^^ , e tendono 
percid al medesimo limite. 

La costante positiva C somma della serie (20), nel caso particolare 

di fl- = — , assume il valor e 0,577215664 ... ed ha nome da Eu- 
n 

LERO *). 

Se scriviamo la somma C,^ dei primi in termini della serie (20) 



•) Cf. CesAro, loc. dt. pag. 147. 



Ij6 ETTORE BORTOLOTTI. 

sotto la forma : 

(2.) c„=fl,-H..+ ..- +„ _ig(,-|-„,x.+».) ... (i+0=-<.-tep, 

abbiamo , 

lim (A, — Ig (pj = C 
e perci6: 



(«) 



— 9. •- T* 



ri('+''j 



e ciilp prova reguaglianza n<^^li ordini di ioiiaito deUe varkl^Ii e' , 

00+",). 

II. Paragoniamo le serie a termini positivi 

('J) i-K + ig(--01 

(20) {K-lgO+OJ. 

Faccndo il rapporto dei termini corrispondeiiti : 



e considcrando che 

lim 



-a.-lB(l-0 
«.-lg (■+«.) 



-,-l8(i-,) . 
« -%(■+«) ' 



-■ + 



i^^ = i;m C' - ')' . 



i + , (■+«)■ 

e che la variabile a, i supposta infinitesima per n = oe, si ricava subrto: 

lim ! — \ % , >r = I- 

Le due serie (23), (20) ferciii convergono, divergono insieme. 
Chiamando con C^ la somma dei primi n termini della (2}), avnmo 



: = |;c-''.)-i«ri('-''')>°' 
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n 

e ' C 

(24) -;; = «->!. 

fail 

Nel caso che la serie (23) converga, cib che in particolare ha luogo 
quando la serie ^a^ t convergente, indicandone la somma con C, si ha: 

n 

-Jfir 

I 

(25) lim = e^* . 

Da cui si scorge che st la serie X^r converge e la serie ^a^ di- 

« 

verge, le variabili e * , I I (i — a J) hanno lo siesso or dine di infini- 

I 
tesimo. 

12. Le serie X^r> X^r> ^^^^ ^^ ^f> ^r ^^^^ variabili positive, 
convergano entrambe: convergeranno anche le serie X [^r — ^8 (^ "I" ^r)] 

Indicando con Q, C^ le somme di queste serie, avremo: 

5^.[|:«.-ign(»+o+|:(-o-igno-^)]=c.+c;; 

da cui 



n 



c.^-C 



'a 



h 



X 

lim —^ = e 



1 3. Sia c^ una variabile reale infinitesima per r = 00. 
Consideriamo la serie 

(26) |:[f,-igo+o]- 

Potremo supporre tutte le \c^\ minori di i, ed allora tanto i ter- 
mini corrispondenti a valori posidvi delle c^, quanto quelli corrispon- 
dend a valori negativi sono posidvi, e la serie (26) t a termini positivi. 
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Ponendo 

ne verri, per ogni valore di n : 



n 



(27) -^ = e'^"' . 

no+o 

I 

Considerando ora che la serie (26) converge sempre, o diverge, 
assolutamente, si scorge che la variabile C^ ^ non cambia il suo comporta- 
mento assintotico qualunque inversiom si faccia ndVordine delle c^ . 

La formula (27) ci oflFre dunque un mezzo semplicissimo per lo 

studio della convergenxfi condi'^onaia del prodotto infinito F 1 (' + ^J* 



14. Senza entrare ora nei dettagli della discussione di quella for- 
mula mi limiterd ad osservare che, tutti i teoremi dai vari autori trovad 
su quesco argomento, se ne derivano con la massima facility. 

Taccio del teorema suUa convergenza assoluta, che ne ^ conseguenza 
inunediata. 

Supponiamo che la serie Z^c\ sia convergente. 

Convergeranno entrambe le serie X ^r > X ^r > ^^^^ ^r ^ ^r ^^' 
cano i termini positivi ed i valori assoluti dei termini negativi delle c^ . 

Convergono quindi le serie X[^r"~'g(^"l"0]» X[ — ^r — ^0 — ^r)]> 
e la serie (26) converge assolutamente. 
La relazione 

n 
I 

(28) lim = lim e^"'' = e^ 



n«00 ^ ** - NesOO 



I 

vale percid indipendenttmcnU dall'ordine delle c^ . 

Se la serie ^ c^ converge ed, in uno speciale ordinamento, la y c^ 

00 
converge, in quello speciale ordinamento converge anche il prodotto |T (i+0> 
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e soddisfa la relazione 



00 



(29) n('+'^')='''" • 

I 

00 

Se, ordinando diversamente i termini c^, la serie ^c^ tende a 
-[- 00 ( — 00), il prodoHo I I (i -}- ^r) ^ i^fi^i^o (injinitesimo) dello stesso 



00 

V 



ordine delta espressione e^ 

ly La serie ^c* sia diver genie; divergerd assolutamente anche la 
serie a termini positivi (26) e la relazione : 

n 

I 

lim == -|- 00 

I 
sari verificata per qualunque ordinamento delle c^ . 

oe 

Se per un pariicolare ordine delle c^ la serie ^c^ risulterd conver- 

I 

00 

gentey il corrispondente prodotto \ j (i -}~ ^r) ^^^^ injinitesimo di ordine 



n - * 



00 



eguale a quello delta espressione e 

Siv. 

16. Sieno a,, i, variabili positive. 
Poniamo 

^^°V,...='^-lg(i+«.)+''-lg(i+''J+-+''-lg(i+«J=^-lg?. 

Considerando che la funzione : 

}' = x — lg(i+x) 
d, nel tratto (o, ... + 00 ), continuamente crescente, si vede che, per 



ogni valore di k e qualunque sia il comportamento assintorico delli >i- 
riabilc posidva a., 

'"^ oig?., <•-■"> He +"■)■ 

Doade in particolare risulu chc I'ordine di infinite del prodotlo T 1 (i + oj 

non t mai superiort a qutlio deila espreaiont e ' . 
In secondo luogo suppouiaino : 

fl \i, (r = l. ti...,); 



dot 

Dato adimque che le serie 2l[*i, — lg(i + 01» XK^'r — l€(' + '.)l 
convergaiio verso limid Aniti C, , C^ , avremo 

da cui; 

La costal^ C, semma ddla strie ^ [a, — Ig (i -|- «,)] * tattio fH |«- 
colo ftuinfo pi& rapida i la convergen^a alio x.fO d41a variabtU a,. 
Ginsiderando ora che per la seric divergente ^ — si ba C ^ o,j77 . . . i 
si scorge che, per serie ^a, convergeQti, si ottengoao cosunii C, ib- 
basEnza piccoie I minori delle sonime — X "- 1 ^ ^^^> P^"" o^^nere uni 
approssimazione iii eccesso del valore del prodono infiiiito convergente 

1 [(i ~\~ d,), si pu6 cakolare la espressione t' . 

17. Conservaiido le notazioni (30), donde in panicokre si derin: 

(jj) t.l-.+i'.-W+''X'+K)]=A+B.-tsfA.=c.^-c^. 

poniamo inoltre : 

(34) S K + *, - Is (I + «. + O] = c.,„. . 
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< I I L ■ i ll 



Osservando che per a, > o, i, > o, si ha : 
e che perci6 : 

(35) '^r + K- ig(i + fl, + O > «, + ^ - ig(i + 0(i + K). 

ricordando inoltre che la funzione x — lg(i -f- x) per valori positivi 
della X k sempre crescente, abbiamo 

«, + *, + '^A - ig(i + 0(i + K) > «, + ^ - ig(i + «. + K) 

>fl, + ^-ig(i+O0 + ^). 

da cui 

(36) Q. + C.,, + ±a^b, > C,,,^, > Q. + C,,,. 

Ne concludiamo che : Se esisiono, determinati e finiti, i limiti per 

00 
n =00 delle C^^ , C^y ^ e se la serie y^^^b^ t cower gtnttj esiste anche 

limite finito per la variahile C„^^^ e soddisfa la l%fniia%ione : 

lim (C... + C.,,) < Um C.,.^, < lim (C.,. + C.,,) + £«>, . 



00 ' ffasOO 



18. Supponiamo ora che 

a, + fr, < I (r = I, 2, 3 . . .). 

Facilmente verificheremo che : 

(37) 0<lg(i+a,Xi+O-lg(i+a,+i,)<^.+^-lg(i+O(i+*,)> 
da cui 

(38) o<ign(i+fl,)(i+^)-ign('+'''+*')<^-."+^-.»' 

infine 

(39) I < -4 — < «'^-''"^-*- 

I 

In particolare : se le serie C^^ , C,,^ convergono, ed i due prodotti in- 

00 QC 

y^w*"' O^* + *»)^' + 0. ]~T(i + «, + U ^"W" diver genti, essi 

I I 

hanno lo sitsso or dint di infinito; se invece convergono, sono fra loro nella 
reksiionc : 

Mmi. Cks, MtUm, h^Urmw, t. XVm (1904). — Stamp tto il 6 giugno 1904. 31 



(40) Yio+«.+K)< n('+''-x"+>.)<n("+''.+».>''-"- 

Sc scriviuno la (59) sotio b fonna 

ao .<n(- + 7+^) «'■-'•■' 

scorgiamo che : k le serie C, , , C, » sow convergenii, converge il pro- 
dotto infinito fji* + , ."j If fc ) ' '=°*"'«fg« dimque ande li 
scrie: 

y ">■ ■ 
4- 1 + ". + ^ ' 

cil infioe converge h serie 5" o, &. 1 i "^ui termini hanno a quelli ddij 

serie precedence rapporti lendcnn al limite i ; tru dalla formola (j6) 
deducumo die in allora converge aiiche la C, _^, ; in fine concludeftmci ; 

& I, <»■« J [^. - ig (1 + «.)], t [(*. - ig (I + b.)] »« » 

irambe convergenti, convergono ancljt U serie : 

19. Scrivendo b formula (37) sono la forma I 

». + »,- lg(" +", + »,) - K + ». - l«C" + «,)(' + 01 

<». + *, -igo + oa + t.) 

e sommando da r ^ i ad n, si ha : 

ciod 

(42) c., + C... < C.,„, < 2 (C„ + C. ,). 

Osserviamo ora che per x > o, si ha 

x' 



d'onde si ricava : 



ig(> + ')<-_ 



c...+ c.,,<1 
c..„.< J (»; + *;), 



■.M 
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da cui, ricordando la (34)) dedurremo : 

fi 

(43) i<-:r-^ <«' 



na+«,+^) 



In particolare, se la somma ^ (a^ + t J 6 convergente, si ha la 
limitazione 

CO 0^ 

(44:) «■ >n(' +'''+*'><*■ 



20. Dalla formula (42), facendo fr = a, si ricava : 
Di poi, facendo t = 2 a : 

In generale, indicando con P Tintegrale della equazione alle dif- 

fe^enze : 

^^5) fp - 2fp^^ -2 = 0, 

^Jx« i determinato dal valore iniziale P^ = i, si ha 

C-l-6) pC„.<C^,,.<P,C,,.. 

I numeri P. sono tutti finid, epper6, in particolare, abbiamo : 

Se Za f erie ^j [^^ — Ig ( i + O] oonverge^ ed t p un numero post- 
^ivo, inicro, qualunque, anche la serit 

* convergente; e, se si incomincia a sommare da un indice ahhasianT^ji ele- 
Xjato percht sia sempre />a^ < i, si ha : 

21. Tale risultamento si estende senza difficold al caso in cui /» 
rappresend una costante posidva qualunque, e, tenendo < 

tamend octenud al § precedente, anche al caso di co 
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Vale un risulcamento analogo anche del ctso cbe p ^ utia qoan* 
titi variabile ed abbia limiti superiore ed ififeriore di indeterminazioQe 
finiti. 

In particolare potremo enunciare la proposizione seguente: 
Se la variabile b^ ha limite superiort dfi itidetertnina^^ione L, ed t p 
il tnassimo intero contenuto in L ; se il suo limite inferiore di indetermina- 
:^ione t un numero / ^ i, se il prodotio d^b^, at pari della a^, t semprc 
minore della unitd, si ha : 

(48) \ ik*,-igo+«>,)]=«.|:[«,-ig(i+o] 

( l<K<Pr 

Se la variabile b^ ha limite inferiore di indetermina^ione I ^ ly an- 
che se non si possa accertare che tutte le a^b^ sieno minori di i, si poH 
sempre affermare che : 

(49) tl^rK - ig(i + '»,^)] > I tK -kii-h O]- 



22. Sc U serie J [< -lg(i + K], £ [a'; - Ig (i + a'O], ... sm 

tutte convergentiy se le variabili positive b\y i*^ , ... hanno limiti superiori 
di indeterminaxione finiti^ converge anche la serie 

X[<K + <K + ig(, + a;*: + a"X + . . .)]. 

00 

23. Supponiamo che la serie ^[a^ — lg(i -f- a J] sia divergente. 

In tale ipotesi, essendo a una costante positiva (o negativa) qua- 
lunque, potremo scrivere : 

n 

y [a^^ — lg(l + aa)] 1 / , n 

I 

ed, analogamente a quanto si fece al n° 11, concluderemo : 

J[aa, -lg(i +aflj] 
(50) lim -^ = a*. 



00 -^ 



^K'^^-igO+O] 
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Di qui facilmente si deduce 

|;[«a, - lg(i + «a,)] - «^[(a, - lg(i + O] 
litn ' ■ — ' = a — I, 

«Jk-ig(i + 0] 

I 
ciod: 

che scriveremo: 
cio£ 



[no+oj 



= « , lun e = o, 



00 



infine : 



(50 ri(» + «0 = [ri(i + Oj- c-^"''^'-^\ line. =<,. 

Ricordando ora che C, « = 5" ^^ — Ig T| (i + aj)^ e che, nella 
ipotesi lim a^ = o, da cui non ci siamo dipartiti, si ha 



lim J = I 

I 

avremo 



^tm^mim^m 



igflc^+^j %!!('+'»') 



donque 



I 



L " -• I !t, > o, lim X, = o. 

Sosdtuendo nelle (51) ho 

Questo risuttamento si pud esprimere dicendo : 

Se I'ordine di infinilo del prodoUo 11(1 +0 " aaumt come a- 

niUt, i'ordine del prodotto jT(l + *",) "<"' * maggiore dx « td i mg- 

giore di x — a, a positivo qualunque. 

Usando la noiazione che Jl Borel, seguendo 1e idee di Caucbt, 
ha proposto *), dircmo che t^uell'ordtne ^ espresso dal simboln («). 

34. Nel caso che la serie ^ (u, — Ig (i + n,) sia convergtnti, ^ 
vandoci del risultamento espresso dalla formola (47), con ragionamcni 
aDalogo a quelle fatto dianzi, avremo 



<") ( "[nc+''.)J 

9 determinato e finito, C^ =^ T [1, — Ig(i + fl^]. 
D'onde concluderemo che, preso per unitii I'ordine di infinito t 
dotto f|(i + "^rX I'ordine di infinito del prodotto T~l(i +■ 
spresio dal numero ac, non solo secoudo la definizione di G^UC 



*) Cfr. E. BoKEL, Ltfons lur la tirits i Urmts pasUifs. (Paiil), paf 
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anche nel senso piil stretto^ in cui ordinariamente i definito I'ordine di 
infinito. 

25. Le ricerche precedent! si possono estendere a prodotti della 

CO 00 

forma I l(i + a^c^) , I l(i +a^) dove a^, c^ sono variabili reali qua- 
I I 

Innque, soggette alle sole condizioni seguend: 

a) le a, sono tutte di uno stesso segno e nessuna di esse h nulla , 

P) i binomi (i + ^r)> (^ + ^r^r)^ sono tutti maggiori di zero, 

00 

Y) il prodotto infinito FT(i + ^J ^^^ ^ convergente. 

I 

Un ragionamento analogo a quello fatto al n° 23, ci conduce alia 

ncerca del numero p = lim -^-^7 — ' , "^ ^"^ . 

r-« lg(i +0 

Se, per breviUi di linguaggio, consideriatno gli infimiesimi come infiniti 
di ordine negativoj se per infinito principaU assumiamo quello della varia- 

bik j\[(i + ^ J ^11^ ipotesi che quesia finisca per super are qualunque 

I 

numero positivo, quello della I j(i + a^) nel caso contrario, trove- 

remo in ogni caso che il numero P esprime Vordine di infinito (al senso 

00 

di Cauchy) del prodotto infinito I I (i + ^r^r)- 

26. Sieno p, , P, , rispettivamente, i limiti inferiore e superiore di inde- 

tcrminaTione della espressione , . , ^ :\ e sia t un numero positivo 

^. . IgO+O ^ 

arbttrarto. 

La variabik I I (i -{- ^r^r) ^^^^> P^^ « = 00, infinita (infinitesima), 

1 

di ordine superiore a quello della variabik I I (i+a^) I , ed inferiore 



quillo della variabik I J (i + ^J I 



n 

Supponiamo, per fissare le idee, che sia lim FT (i + a^) = + 00. 
Per la definizione di p, , in corrispondenza di e determineremo 
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UQ N tale che 

— ig(i+0 • 

Ricordando la propriety a) dei numeri a, , avremo : 
infioe : 



[Do+oJ" [nc^ +-)!"' 



e ci6 prova la prima parte dell'enundato. Analoga dimostrazione si facda 
per la parte che riguarda P, . 

Nel caso che P^ risulti negative, non potremo escludere che lava- 

riabile I I (i +^^cj sia infinita di ordine n^ativo, ciod nel fatto in- 
I 

finitesima. 

U teorema e la dimostrazione valgono anche nel caso che la vam- 

bile I 1 (i + a^) tenda al limite zero e servono per determinare I'of' 

I 

00 

dine di infinitesimo del prodotto 1 j(i 4-^^cJ. In questo caso, a li- 

mid inferiori P^ negativi, possono eflfettivamente corrispondere prodotti 

I J(i + a^c^) infiniti per « = 00. 
I 

Se ^ ^j = ^2 = ^, segue senza dij£colti la proposizione enunciau 

al n** 25. 

n 

Se 6 P, = 0, la variabile I 1 (i + a^ c^) potri essere finita, od 

I 

infinita (infinitesima) di ordine inferiore a quello di qualunque poteoza 

positiva della | I (i -}- tf^). 

I 

n 

Se ^ Pj = 00, la I I (i -j- a^cj sari infinita (infinitesima) di or- 

I 

w 

dine superiore a quello di qualunque potenza positiva della F 1 (i "h ^r)- 
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27. Se la variabiU a^ soddisfa la rela;^ionc 

lim a^ ^ o, 



« 
00 



i nunieri fi, , P,, ^, definiti ai nunuri precedenti si hanno cercando i limiti : 
'^, = liminfr^, ^^ = lim sup c, , ;i=:limc„. 

NmOC MobSC HaBSO 

Ci6 in conseguenza del fatto : 

/(x) + x/'(x) 

y„, k[;f-.fM] ^ 1,^ ^L±_i/M_ = lin,/(.v). 

*-o lg(l -}- X) x-O I X-0-' ^ '^ 

28. Come esempio di applicazione dei criteri esposti ai n* precedenti, 
prendiamo prima in esame il prodotto | I I i -| I . 

La serie ^ I Ig i -| i converge (ha per somma la co- 

stante di Eulero). La serie ^ — diverge come Ig //, il prodotto dato 
diinque diverge con la stessa rapiditi del numero ;/. 

Sia ora il prodotto FT I i -| — ^ j , lim i^ =^ (i ; divergeri esso 
come n^. 

Cio^: il prodotto | T(i + ^h) ^ injinito dell'ordine {i, se la a^ t in- 

I 

Jinitesimo del i° or dine ed ha per parte principale 



n 



Risultamento trovato per altra strada nella mia Nota: Sui proJotti 
infiniti divergenti (Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, 2° Seme- 
stre del 1901). 

Come secondo esempio consideriamo il prodotto infinito: 



n(-+;^,)- 



La scrie ^ -i 1^ I i + -1 — I I che ha i termini inferiori 

a quelli della serie considerata all'esempio precedente, sicuramente con- 
verge. 

La serie 2[~l — diverge come Iglgw (§ II, prop. II); il prodotto 

Rtnd. Cite. Mattm. Palermo, t. XVIU ( 1904)- ~ Sumpato il 7 giugnO I904> 5a 
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proposto diverge perci6 come Ig n : ed il prodocto 



0('+i^.)' ^'-^f- 



diverge come (Igwy. 

In generale: se una funxione monoiona f(jK) soddisfa la rda:(iofu 

rP\ = . + I, ]imb(x)^=: py essa si comporta assintoticamenk 
come la furtT^ionc Qgxy. (Cfr. Sui prodotti infiniti divergenti al n** 13). 
Prendiamo infine ad esaminare il prodotto infinito I ll i -f~ ^"|- 

La serie ^ -^ Ig I i -}- -^ 1 I converge, perchd i convergente 

la serie 2! \ ) • 

La serie X"^ ^^ comporta assiptoricamente com^ la variaMc 

^^ ^ (S ^I> P^^P- 1^* ^^ prodotto dato ha dunque ordine di infinito 
eguale a quello della variabile: 

n' . 
II prodotto infinito 

n(- +'.'•!=). s?.'.=f 

diverge dunque come la variabile 

tale ^ anche la rapiditi di divergenza di qualunque funzione monotona 
/(x), la quale soddisfi la relazione 



/(*) 



X«0O 



Sv. 



29. La nota relazione, dovuta a Cauchy *), fra le serie a termini 
positivi sempre decrescenti T^xCw), e gli int^ali definiti imprc^ri 



•) Cfr. p. es. GouRSAT, Cours d'AtuJyu mathimatique (Paris 1902), pag. 379. 
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/to 
a(x)(ix, pu6 serVire a dedurre, dalle proposizioni enunciate nei §§ 

precedent!, altrettante propriety relative al comportamento assintotico 

Nella Nota gii citata Sui prodotti infiniti diver genti ho trovato diret- 
tamente le piii importanti di tali proposizioni, desumendole, con metodo 
che ritengo nuovo, da pochi e generali principi sulk crescenza delle fun- 
zioni monotone. 

30. Non i diflScile dimostrare *) che tutte le fun:^ioni reali f(jK) 
dtlla variabile reale x, monotone in un delerminato intorno dell'infinito, e 
la cui derivata logariimica t infinitesima per x = -f- oo, soddisfano la 
relatione : 

04) ^/-fc+i) = . ; 



e che, reciprocamente : tutte le funT^ioni monotone /(x) soddisfacenti la 
(54), non possono avert derivata logaritmica determinata per x = -}- oo, 
St nan infinitesima. 

Cosl pure si pu6 affermare che: 

Sc si assegnano alia classe p*'""* U fun:(ioni monotone /(x), le quali 
soddisfano It relaT^ioni: 

(54) lim!i^ = o. Urn. inf. Mfl > o ♦*), 

X m m too X'^ X-H-Op X*^ 

le fun^ioni 

(55) K«)=^-^^ 

appartengono alia classe (p — i )"""*, e reciprocamente. 

31. Le funzioni della prima classe possono dunque mettersi sotto 

la forma 

f{x) = e"^'\ lime(x) = o. 



^ Cfr. Sul limiti dtl quo%ienie di due fun\idni (Annali di Matematica, tomo VIII 
ddla scric III, pag. 273 c seguetiti). 

•^ Scrivo : link inf. invece di litnite inferiore di indtterminai^ione per x = -j- 00. 
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: -j- 00, secondo che k 
iin determinato iotorno 



!«lj 



possoQO tjssere infinite od iitfinitesime, per *■ 
<(;() e sempre posiiiva o scnipre negativa ii 
deirtn6nito, e soddist'ano tuite la condizione : 

!»'-7w ='■ 

Se rapprcsento con a (x) uaa funzione posiriva, monotona, J< 
variabilc reak \, di^rivabile in un determkiato intorno deU'infinito ; coq 
/(->:) rintcgrale deila eqmzione alle differenzc finite 

(56) /(' + = [■ + ««]/(*) 

determinato dal valore iniziale /(x^) — i -|- '"■(x^), e dalla condii 
di essere finJta e continua insieme con Ic sue derivate di qualunqueo^ 
dine neU'iniorao (jc^ -j- 00) ; ho le relazioni : 

(S7) /('.+»)=ni' +•('•+ '■51 

t te /(x) cost JoTtnaia sari dtila prima classe, ogmqualvolta la t{x) sis 
infiniUsima />«■ x — -)- w *). 

Qiundo qucsto sia iinmesK), la relazionc 

permeneri di dimostrare chc U fun-:^ioni « (x), "^ }• ^ irao itififmc iJfUl 
e/dije prima, od imiemt di classi superiori. 

32. £ facile verificare se una data funzione «(x) apparteaga alli 
classe prima. Converrd esaminare se una almeno delle condizioni 

(« + _ 



lim — 3^ o, 
sia o no soddisfaita. 



lim - 



>w 



Nel caso afTermativo, dovendo essere anche la ■—■ della classe prima, 



:i, lim [.(«)]■= I. 



scriveremo : 
(59) 



•) La fix) e 
^u);«, vol. I. pag. j8. Del 
I'ahro chc Ufun^iomf(x),f(x).f«ix), 



lim I (x) = 



sempre crescente ; si veda al proposilo : Stou G 
I, per non entrare in diicussioni sottili, ami 
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lyonde ricaveremo : 

/ =/.«-""'. f" = j-\r -/.(e + xe')] 
(60) {^ = l--t-t'x = ^{x), 

Se ammettiamo che ~ sia, per x = -j- oo , determinata, ve- 
diamo che lim <y(x) = o, e la funzione /" appardene alia prima classe, 

onde, se la variabile positiva h^ ha limite superiore di indeternnnazione 
finito, ne viene 

Ora si ha 
.. fix + I) -/(x) _ fix) n^) f'Xx -f 6) ../^ 

«w- — 700 -7w + 2/(x)-roo-' °^»^^- 

In forza delle (6i) scriveremo quindi: 

(62) a(x)=^+{^^>,(x), Um>,(x)=i. 

Poniatno 



ne verri 



doi: 



r<x)dx = lg/(x) - lg/(xj + 9(x); 



(64) -^^ = /(*o)«-^". 

/ a{x)dx 



e '<^ 



Considerando che, per la terza delle (60), si ha 
potremo scrivere: 






= [fW]'* 



Poich^ U vambile ff, (^), per ogai coppia x^, x b fioita delerminati e 

tende alio zero, per x^ — oe, si vede che le variabili f(_x), j x{x)ix, 

per * ^ 00 convergono o divergooo insieme. 

Fano x^^Xg-j-n, e ricordando la (57) concluderemo che: It 
variabili 

convergono divergono insicmt, doc che : condi^ione nectsiaria t supiiiHU 

percbi sia convergente il prodotlo infinito I I [i + a(^)], i che la fun^ 

a(x) Jtii atla alia integra^ione definita impropria ttel tralto ^x^, •■■ -^a} 
Nel caso della divergeti:^a I'ordine dt infinito della variabile /"(x) Ji olliai, 

am una prima apl>roisima;^ioiu, calcolando qucUa ilella vjriuhiSe r'' , 
>"•« = + ■»• , 



= «WH'), /=/.«*• 



32. Poniaino : 

/W " 

Dalla formula (j8), per le ipoiesi amtnessc al n" precedenie, dediir- 
remo: liinS(x) = i. Derivando, e dividendo poi per /, avremo: 



C 



= («*)■+ f:(«s> 



Poicb£ la a' ha, per x = -|- 00, il medesimo comportamento iSSD- 
toiico delta (*S)', si scorge che: Se la fun^ione «'(x) i atta alia iitf 
graiiotie dtfinita impropria nel Iratlo (l, - - ■ -j- 00), la fuinjom f(ji) 
definila dalla fi)rmula (63) i finita per x =:■ -\- <x>, e le due espressioni 

''■' . /(«.+«)=nt'+"('.+'-)i 

hanno h ittsso ordine di infinito *). 



*) Cfr. il n" 10, S III; si veda anche il n° 14 ddh Nou Sui f^odoUi rifiriti 
divtrgenti. 
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33. Anche la a(x) sia atta alia integrazione impropria nel tratto 
(i, • • • -f" ^)- Ricordando la (57) potremo scrivere la (64) sotto la 
fonna : 



Q[i + *(*. + 0] = [I + «(*o)] . «-^*"* • A 

Supponendo a (x J = o , avremo : 

00 / ct{x)d* 



a{x)dx 



rwmO 

Si consideri che 



e, posto 






si osservi ch^ nella ipotesi in cui ci siaipo po$ti, la ^ (x) ^, per x == -{- 00, 
infinitesima; onde risulta 

ed innne: 

Nella Nota Sm prodotii infiniti divergctUi si 6 trascurato il fattore 
c^'"^ y il quale sar4 tanto pii prossimo ad i quanto pid x^ 4 grande : 

e si & scritta Teguaglianza approssimata : 

It 1 00 



Modena, 8 febbraio 1904. 



Ettore Bortolotti. 



'. Knf. 



SUl PROBLEMI DETERMINATI RISOLUBILI COLLA RIGA 
E COL COMFASSO. 



Nota di Franoesoo Severj, In Pisa. 
(Estraiio Ja una Letters rI Prof. F. EsaiauEs). 



4 



iliiuDU M ■> gtugnu Ifo*. 



Ella ricorderi che I'anno scorso, parlando insieme del bcl leorcnu 
enunciaio da Descartes c dimostrato da Smith *), concemcmc la fnft- 
sibiliti di risolvere coUa riga e col compasso ogni problema determinaio 
di 3° o di 4° grado, appena sia traccialo su! foglio del disegno uq arco, 
comuaque piccolo, di una conica (che non sia un circolo), osservamma 
come sarebbe stato opportuno stabilire, con mezzi elemeinari, una pro- 
prieti analoga, che si prevedeva valesse pei problemi di 2" grado, e, 
piCi in generale, per quelli risolubili colla riga e col compasso ; dd qiaE 
Ella discorre nel § 74 delle Sue Li^^oni di Geotnetria proietttva *^ 

Ora, nel preparare una raccolta di problemi di Geometria proieirin, 
che ira pochi giorni licenzierd alle stampe, ho ripeuiato alia cosa eJ ho 
stabilito facUmente che ogni problema determinato risolubile coUa rigi t 
col compasso, si pud risolvo'c coil'uso dtlla riga e di uti arco di circolo, ^ 
dato centra, traccialo sul foglio del disegno. 

Prima di esporle la dimostrazione di quesco teorema, gliene Jeli- 
neerd in poche parole il concetto. 

Ogni problema di 2" grado si pu6 ridurre con proiezioni e sezioni 



*) Cfr. il Mimoirt sur qiulijuts problinus culnquti ti biquadr ultquti [\tiiai& 
Matcmalica, (2), t. ), 1869; pag. 112-165 e 2lft-I4l]. Ho esposto queala dini«»- 
zione, con quaUhe miglioramento, nel mio libro di pTObtemi, a cui accenno piCi * 

**) Bologna, Zanichelii, 1904; 2' edizione, pag. 189. 
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al problema tipico di determinare i punti X Y comuni ad una retta u e 
ad una conica K (non tracciata); sicch^ basteri provare come si pos- 
sano costruire questi punti coU'uso della riga e del dato arco di circolo. 

A tal uopo cercherd di individuare linearmente un arco della conica 
if, che contenga uno dci punti X, Y (se son reali) ; eppoi trasformer6 
omograficamente quest'arco nel dato arco di circolo. Si potranno allora 
costruire linearmente i punti X', F trasformati di X, F, e si potra quindi 
passare da quelli a questi con sole operazioni lineari. 

Per effettuare le operazioni indicate, si costruisca linearmente il polo 
1/ della retta u rispetto a A": se f/ ed w si appartengono, la u tocca 
K nel punto t7, e quindi le intersezioni della retta e della conica son 
gii costruite. 

Se (7 ed tt non si appartengono, preso un punto generico A di 
Ky e costruita linearmente Tulteriore intersezione B della retta U A con 
Ky la coppia A B risulteri armonica con la coppia X Y dei punti, reali 
o immaginari, in cui la u sega K. Ne deriva che se C 6 un altro punto 
generico di JfiT, e se i punti X, Y son reali, Tarco ACB conterri certo 
uno di questi punti (e Tarco complementare, Taltro). 

Sia ora K' il circolo a cui appartiene Tarco dato, A\ B' due punti 
di quest'arco e C un punto dell'arco stesso, intermedio tra A', B\ La 
proiettiviti tra A" e K\ individuata dalle tre coppie di punti corrispon- 
denti AA\ BB\ CC\ muta Tarco ^C5 di /T nellVco tracciato A* C B' 
di iT' ; e Pomografia w che subordma tra Ky K' la proiettiviti posta, 
muta la retta u in una retta «', che sega K' nei punti X', Y\ omo- 
loghi di X, Y. 

Se dunque il problema ha soluzioni reali, uno dei punti X' F si 
determiner^ graficamente appena tracciata la retta u\ perchd ft interne 
all'arco A* C B* \ e Taltro, dopo ci6, si costruiri linearmente. — Ope- 
rando colla w' sui punti X', F, si otterranno i punti incogniti X, F. 

Ella osservcr4 che il centro dell'arco tracciato serve soltanto per indi- 
viduare Vassoluto, e non occorre afFatto se il problema d grafico. 

Dal teorema che Le ho esposto, si pu6 trarre una conseguenza no- 
tevole relativa alia potenzialiti della riga finita a due orli (paralleli), come 
strumento di disegno; ma prima di parlarle di ci6, i necessario ch'io 
dimostri la possibility d'individuare linearmente un'omografia la quale 
muti K in K', e una data retta, segante K in due punti reali, in una 
retta segante K' in due pund reali, che appartengano ambedue all'arco 
tracciato. 

RmU. Ckt^ MmUm. P»Urmo, t. XVUI (1904). — Sumpato il 6 giugno 1904. 53 



%w> 



Maatencndo le notazioni di poc'anzi, si costruisca Tulieriorc inta- 
seKione D ii K colla rena U C, e, medianie la proiezione dclle dit 

e A B, CD da un altro punto di K, si stabilUca m quale ordioft 
Ai SI) Lioiio entro alia conica i pund di queste coppie. 

e due coppie si separano, la cosiruzioDe eseguiia ci dice gi 
che il problenia lia due soluzioni immaginaric (e, ove st ricbieda, si pfr 
rranno costruirc linearniente quante si vogliano coppie dell'iiivolimi 
etlittica che rappreseDta quelle soluzioni) ; se le due coppie non si 



parano, la reta u sega K i 
irambe. 

Suppoaiatno ad es. che i p 
I'ordiiie ABCD: allora t'arco 
quindi se A\ D' son d Duati i 



coppia reale X Y, annonica con ( 

di quelle coppie si sussegiuno mi- 
CD di K conierri i punti X, Y;t 
arco tracciato di K', e £' im paUD 



dcUo stesso arco, interni ira f e D', romogra6a che subordta* 
. K, K' h proietcivili I I , muteri u in una rena «', segaw 



in due pund reali 

Trasportando per 
poiisibiliii di risoivere ' 



'■d: 



nsiderazioni precedenti, se ne 7U II 
riga e di un arco-inxHIuppo appw* 
aentc ad un circolo di oato centro, ogni problema risolubile co!h rip. 
e col compasso. Anzi vediamo che se un problema di 2° grado ha due 
soluzioni reali, colla sola riga si ricsce a detemiinare un punto da ci 
escono dnn tali ungenti dd dato arco-irwilitppo, che da esse si risslct 
nearniente alle soluzioni del problema. 

Passo ofa a dimostrare che tulli i prohltmi deUrmituiti risoluhli d\i 
riga t col compasso, si risolvono pure con I'liso delta sola riga a diu ufli, 

Dl LUNGHEZZA FtSlTA "). 

Poichc una riga .1 due bordi R, di lunghezza finiia., permctie (ctwil'i 
noto) di cseguire qualunque costruzione lineare, per quanto prcccdt, 
basteri provarc the, data la riga R, si pu6 individuare sui fo^lio un 
arco di circolo, di ccntro conosciuto, c tale die se da un punto del piioo 
escono due rette che tocchino il circolo in 2 punti di quell'arco, esse 
St possano costruire colla riga R. 

Fissato un punto del fogho ed un punto P che disti da meno 



*) La possibility di sostiiuire aH'usci del compasso quelle delta riga a due tutf 
itiJifinila, fu rilevata dall'AoLER nei SitEUDgsberichre dell'Acc. Viennese (1890); d 
Ella pure ne parla a pag. 293 delle Sue Lezioni ciute. 
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della lunghezza I della riga, ma piu della sua larghezza r, disponendo 
la riga, nei due modi possibili, in guisa che uno de' suoi bordi passi 
per P e Taltro per 0, si tracciano subito due rette «, b che escono da 
P e toccano il circolo K' di raggio r e centro 0. 

Dei due archi deter minati dai puiiti di contatto delle a, by consi- 
dereremo quello minore di mezza circonlerenza. Quest'arco sari indivi- 
duate quando se ne conosca una tangente intermedia. 

Per costruire una tale tangente, si muova la riga R in modo che 
un suo bordo passi sempre per 0, e che I'altro si disponga secondo 
una retta c soddisfacente alle condizioni che il triangolo finito racchiuso 
dalle abc lasci all'esterno il punto 0, e che questo punto appartenga 
all'angolo a b (inteso nel senso della Geometria elementare) del triangolo 
suddetto. £ evidente che queste due condizioni si possono soddisfare in 
infiniti modi. 

Se da un punto Q del piano escono due tangenti del circolo K\ 
appartenenti entrambe all'arco-inviluppo acb (il quale aderisce ad un 
arco a <[ w), I'angolo {i sotto cui i punti di contatto di quelle tangenti 
son veduti da 0, non supera a (^ uguale ad a soltanto quando Q coin- 
cide con P). Da ci6, osservando che : 

cos— « COS— p 

si trae: 

OQ^OP<:i. 

Dunque se da un punto Q del foglio escono due tangenti dell'arco- 
inviluppo acby esse si costruiscono con la riga R; sicchi una volta dato 
questo strumento, 6 dato (potenzialmente) tutto un arco-inviluppo ap- 
partenente ad un circolo di centro assegnato. 



Pisa, 1 8 maggio 1904. 



Francesco Severi. 




LE NOMBRE DES NOMBRES PREMffiRS DE r A N, 

Par M. Ernest Lebon, i Paris. 

(Pri«cmi au Com vantcs, 1 la Sorboime. Ic 6 anil i)0|). 



I. Soieot p, q, 
tiple de leur prodi 



es premiers didtrents et A' un mi 
premier, doan6 la formale saivantt 

*■ -* pqrs 

qui exprirne combien il y a de nombres premiers i N et inftrieursiN. 
Legbkdre **), considirant des nombres premiers, 2 except^, dont lucua 
ne divise im nombre A, trouve que le nombre des termes de la pro- 
gression A — C, 2A — C,...,nA — C, non divisiblcs par aucua 
de ces nombres, est, quand N est un multiple du produit des nombre 
premiers considt^ris, reprisent^ par la formule (i), oli le dinominateur 
est le produit de ces nombres. Puis Legendre •") donne une fonniile 
algibriquc permetuut d'obtenir une solution exacte de ce premier pro- 
bifime quel que soil N. 

Enfin Legendre ****) examine la suite des nombres impairs i, j, 



') Novi Coramenurii Academia: Scientiarura Imperialis PctropoKtanx, t. VH 
1760 et 1761, p. 74; exhib. 1719, oct. 15. — Acta AcademLs Sdentiaruin ImpoBla 
Petropolitana;, t. IV, 1780. p. 18 ; exhib. 1775, oct. 9. — Leonhardi Euleki C»- 
nuHlationes Arithmelica cnUtcIa (Petropoli, 1849, in-4, t, I, p. 274; l II, p. irj). 

") Th/orie dts Nombrts (Paris, j= tdit., 1830, in-4, '■ I. P- 8). 

— ) Ibid., t II, p. 86-89. 

•— ) Ibid., L II, p. 43^. 
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5, . . . , 2n — I, et, en se servant de cette derniire formule et d*une 
autre (donnant une valeur approchie du nombre des nombres premiers 
compris entre deux nombres qu'il est ameni i considirer), il arrive 4 
trouver une valeur approchie du Nombre des nombres Premiers de i i 
une limite donnte. 

2. Les recherches sur ce probl^me sont nombreuses, les unes con- 
duisant a des formules transcendantes approchies, les autres i des for- 
mules ^l^mentaires exacUs. 

Legendre *) a propose sans demonstration une formule logari- 
thmique risolvant la question d'une manidre assez approchie. D'autres 
illustres math^matidens ont abordi ce probl^me par TAnalyse. Lejeune 
DiRiCHLET •*) a pr6sent6 de trds suggestives considerations sur les lois 
asjrmptotiques et a donn^ d'une telle loi un exemple qui a quelque 
rapport avec le probl&ne en question ; Tchebicheff ***) est arrivi par 
le Calcul integral i une valeur logarithmique simple du produit (i), 
qui a une intime liaison avec la question qui nous occupe; de plus il 

a cherche d &:laircir la signification du logarithme integral / -. , 

TCgSLtdk comme la loi asymptotique du nombre des nombres premiers, 
lorsque x croit ind^finiment, log d^signant un logarithme hyperbolique ; 
Gauss ****) a public des Tables contenant les valeurs de cette intigrale 
pour 22 valeurs croissantes de x; Riemann *****^ s*est livr6 4 de profondes 
investigations sur la m^me question et a trouv^ une formule transcen- 
dante pour la r^oudre approximativement. 



•) Ibid., t. II, p. 65. 

**) Bericht iiber die zur Bekanntmachimg geegneten Verhandlungen der Kdnigl. 
Preuss. Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1858, in-S. s. 15-15. 

•••) Journal de Liouviile, t. XVII, 1852, in-4, p. 341.— Ce M^moire fut pr^ent^ 
X YAoidtwat Imp6riaie de Saint-P^tersbourg en 1848 (Savants Strangers,!. VI, 185 1, 
p. 141). 

••••) Carl pRnnRiCH Gauss Werkt, in-^, Bd II, Gottingen, 1863. — Ce Volume 
amtient Tabel der Frtqueni der Primiablen (s. 435) et une Lettre de C. F. Gauss 
i Encke (s. 445), datte de 1849, ^^ ^ ^^ <l^^ ^^ recherches remontent i 1792 
00 1793. 

•**—) Bernhard Riemann's Gesatnmtlte mathmmA^* ' > HABauagegeben von 
H. Webir» Ldpaig, B. G. Teubner, 1876, gr. tfr MaaUques 

de RiBiiANN» tnkiuites par L Laucil» Panii Gai ^6$. 



E. DE JoNauitRES *) a dona^ la ibnnuie alg^brique exofte sui- 
vante *•) : 

analogue i celle de Legendre ; tl I'a d6moDtrt« "•) par des considtra- 
Dons ^lirmcntaires et Sylvester **") i'a dfduite comme consequence im- 
midiate d'un thioreme logique, Les formules de Legendre et de E. de 
JONQUifeRES dependent de parties eatieres de quotients et ne contien- 
ncni pas explicitement la formule (i). Panni les formules qui ont pour 
point de d^art celle de Legendre, M. Gabriele Torelu *****) appelle 
I'ancntion sur celles de Meissei. et de M. Rogel f). 

Uue exposition didairtique des principaux travaux sur cctte quesdon 
se trouve dans les savants et originaux Ouvrages de Lejeune Dm- 
CHLET ff) et de M. Paul Bachmanv i++); une csplicatioo tres claire 
des rechcrchcs par I'Analysc a iti publii^ par J. W. L. Glaisher fffl)' 
La Monographic b plus complete et la plus r^nte sur les rechcrclies, 



■) Compter Rcadus dc rAi:adimie des Sdences de Paris, i. XCV, 1881, p. im 

**) L'Autuur repr^sente par x aa nambre quelconquc, par P le nimibrc Ja 
noiubres premiers de 1 i x, par t, 1, j, . . . , a, b, c, . .. , p les nombres premicn 
iwnstcutjfs, p iiaiit iiiimidUlemcnt inftricur i t^jt, par i liiur norabre. par — li 
parde endure du qgodcnt de x divist par les comHnaisons i a i de ces Dombra 
premiers. 

*••) Compies Rendus, t. XCVI, 1883, p. 131. — Lipschiti montre (Comptes Reu- 
dus, t. XCV, l88i, p. i}44) que le rfsultat obicnu par E. de JonciuUres esl ioli- 
iiiemt:nt li£ a des thtor^mes d'Arithni6iique que tui-mSme a d^oatrts (Comptes 
Rendus, t. LXXXiX, 1879, p. 948). 

■•") Comptes Rendus, t. XCVI, 1883, p. 46}. 

*"••) Sulla IclaliU dei nunuri primi fino ad un Umitt asstgnato. Monografia i 
Gabriele Torelli, Premiaia dalla R. Accademia delle Sdenze (isidie e matematicht 
di Napoli nell'adunania del ij dicembre 1900; Napoli, 1901 ; in-4, p. ix-2i{, i Tavola. 

■|-) Meissel a publit ses recherches de 1871 i 1885, el M, Rogel en 1887, 
1890 et 1896. 

l-f-) Vorltsungen Ubtr ZahUnthiorie von P. G. Lbjbune Dirichlet, herausg^eben 
von R. Dedekind, driiiu Auflage, Braunschweig, Friedrich vieweg und Sohn, 2 Bde, 
in-8, 1879, 1881. 

■|"t"|-) Die EUmenli der ZahlmthtorU, 1893. Die analytisebt Zabltntheorit, 1894. 
Leipzig, B. G. Teubner, a Bde, gr. in-8. 

+tt+) Proceedings of the Cambridge Philosophical Sode^, Cambfidge, in-J; 
vol III, december, 4, 1876; march, la, 1877; febmaiy, 11, 1878; deccmbcr, 8, 1879. 
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soil 6I6mentaires, soit analytiques, relatives au Nombre des nombres Pre- 
miers, est due i M. Gabriele Torelli *): c'est un travail tr6s soign6 
et suflisamment explicatif, qui constitue un excellent chapitre de THistoire 
des Math^atiques et que doit lire tout chercheur de nouvelles pro- 
priitfa des nombres premiers. 

J'ai obtenu, pour risoudre 616mentairement ct cxaciement le pro- 
bl6me consistant i trouver le Nombre des nombres Premiers de i ii Ny 
une formule alg^brique dependant de restes de divisions et contenant 
la formule (i). 

3. Les multiples d*un nombre premier \ peuvent etre divis^s en 
deux categories : ceux de premiere caUgork sont les multiples de X et 
de nombres premiers de 2 i > ; ceux de seconde catigorie sont les mul- 
tiples de X et de nombres premiers 6gaux ou supirieurs i > ; je d6si- 
gnerai leur nombre par nmscX. 

N 6tant un nombre entier quelconque, R^^ R^^y ^'x^x* '" ^^P^^" 
senteront les restes obtenus en divisant N par a, par le produit a^, 
par le produit a p y, . . . ; les lettres a, p, y disignant des nombres 
premiers. Lorsque, dans une mfime expression, N n'aura pas toujours 
la meme valeur, cette valeur sera indiqu^e : on mettra R (N)<, . 

4. J'ai d'abord 6tabli de i 4 A/ les valeurs des nmsc 2, nmsc 3, nmsc 5, 
nmscy. Voici le raisonnement dans le cas du nombre premier 7. 

De I 4 iV, le nombre des multiples de 7 est 



"7 = y(^-^,)- 



Afin qu'il ne reste que les nmsc 7 dans le tableau des multiples 
de 7, on doit barrer une fois seulement tous les multiples des produits 
2.7, 3.7, 5.7. Mais, apr6s cette operation, les multiples des produits 
2.3.7, 2.5.7, 3-5-7 ^^^ ^^^ barris deux fois et les multiples du produit 
2.3.5.7 ont tih barr^s trois fois. Les nombres de ces divers multiples sont: 



StOla totality, etc. 







'»" 2.3.5.7^ 

Pour que Ics multiples des prodiuts 1.3.7, i-s-?. 3.5.7 ne restcnt harrk 
qu*un« fois, on doit, d la dififircnce n^ — (n, j + n, , -[- n^ ,), ajouitr 
QDc fois k somme ", , j "t* ", 5 , ~t" "1 > n • Mais, en ajoutant cettc somme, 
on iniroduit trois fois le nombrc ",,,,,; comme i:es multiples du pro- 
duit 2.3.5,7 avaieiit hi barrts trois fois, c'est, k priseni, commc s'ik 
nVtaieiic pas enlcvis; done il faut soustraire «j - , - de la somme alg^ 
brique pr^c^ente. Par suite on oblient 
nmsc7 = n, — («,., + «,., + «,.,) + («..,, + ",.,., + «,.,,) — "mi:" 

5. En retrancham de N les valeurs dcs nnisc2, nu)sc3, nmscj, 
nmsc 7, on obdent le nonibre des nonibres qni ne son: mulaples J'aucun 
des nombres 2, 3, 5, 7. 

Lorsque N varie de 7' i ir' — i, le nombre qui reste aprfe la 
soustraction pricidente est le Nombre nn Pf-' des nombres Premiers de 
1 i N, moins le Nombre nn P] ou 4 des nombres Premiers de 2 i 7, 
les nombres limites 2 et 7, i et W ^lant ividemment compris dans 
nn PI et dans nn P^' . Apr^s les calculs, j'ai trouvi rexpression de nn i^ 
quand N varie de 7' i 11' — 1. 

6. En supposant que les nombres premiers i partir de 2 sont re- 
pr6sent^s par les leitres grecques i partir de a ; en d^signant par a k 
nombre premier 6gal ou imm^diatement inf^rieur 4 ^N et par «' le 
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nombre premier suivant immMiatement a>; en supposant que 

de Texpression pr6c6dente j*ai tir6 par induction la formule g6n6rale 
suivante qui donne le Nombre des nombres Premiers de i i N ec qui, 
je crois, est nouvelle : 

en posant 



Dans F'^^R) le premier terme 2! reprisenie la somme des fractions 
ayant pour num^rateurs les restes obtenus en divisant N successivement 
par les nombres a, p, . . . , co et pour dinominateurs ces nombres ; le 
second terme J! reprtsente la somme des fractions ayant pour num6- 
rateurs les restes obtenus en divisant N successivement par les produits 
que donnent les combinaisons 2^2 des nombres a, p, . . . , o) et pour 
d^ominateurs ces produits ; . . . ; le dernier terme est . une fraction 
ayant pour numirateur le reste obtenu en divisant N par le produit 
a p . . . ft) et pour d^nominateur ce produit. Les signes de ces termes 
sont positifs ou n6ganfs selon que le nombre des facteurs des d^nomi- 
nateurs est impair ou pair. 

Quand A^ = 167, nombre compris entre 11' et 13', on trouve 

nnP'/^=5+~r' 167+ ^ , ,\ (+6oi9->ii956+ii 136-4676+167) 

77 ^ 77 
= 40. 

7. Le nombre des termes principaux de F^{R) ^ale le nombre 
nnP^ ou « des nombres premiers de a d w; chacun d'eux est form6 
de termes secondaires dont le nombre 6gale celui des combinaisons k k k 
des n nombres a, p, . . . , o) ; par suite le nombre des termes secondaires 
de F^(^K) est 6gal i 2" — i. Comme ce nombre devient rapid ement 
tr& grand, k formule (I), de mfime que les formules 616mentaires pro- 
poshes jusqu^id, donne naissance i des calculs excessivement longs quand 
N est gnmd. 

ImnL Ckt, Matm, HUrm; t. XVm (1904). ^ Sumptto U 7 giugno 1904. 34 



laSEST LIBOK. 



S. Supposons que I'oo sppbqiK U formole (I) k ud nombre pt^ 
mier N ct au nombre imnitdbtcn>cnt inftrieiir N — i ; sans faire au- 
cime .iivision, on voir t^ue b iiid"^cn<:e ilcs restes est i ; par suite, m 
retranchaat mcmbrc i mcmbfc Ic s«ond r^ultat du premier, on obrieat 
unm^diatcment I^denot^ remarqiiablc suivance : 

( (.-Off-. )...(. -I) y- 1 y ■ 

* if ... » ^^- » — '.? 



+£;,-t^--±; 



p. 



J. On peut diniinuer la longueur des cakub en prenant enffcu'o 
«" iin nombre N i)ui soil un multiple du plus grand nonibre possiMe 
de nombrcs premiers de x i &> ; car dcs termes disparaisseni ei les rfr 
chcrches de restes se simplificnt, 

Ainsi, quand A' = IJ4, nombre compris entre 11' e: ij', { 
trouve rapidemeat 

nnP;'^ - 5 + 32 + 7Y C+ 17 - JJ + 63 - 2S + 
= 5 + 32 + 
= 37. 
Le Qombre 154 est rcmarquable en ce que la somme des XW ' 
nulle. 

Pour donner plus de r^guiariti i cette mani^re de faire, on preodn 
les nombrcs premiers dans leur ordre croissant de a A u. 



10. J'applique b formule (I) au cas ou A' igale le produit a^p 
des 4 i'" nombrcs premiers. Le nombie N, itant igal i 210, est com- 
pris entre 13' et 17'; ta formule (I) doit done ctre appliqutc en y 

faisani w = 1 3 = C Dans le terme principal — Xl o^t. . le premier 
lermc secondaire * ^ est nul ; dans tous les autres termes secondaires 

de ce terme principal el dans tous les termes secondaires des amws 
pri[icipaux suivants, tous les restes sont igaux 1 N. Done, les termes 
principaux de t'l^R), i parrir du 4", peuvent fitre remplacfa par 

, + NC_T_!_+y_i L^\. 
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Par suite, en tenam compte de ridendti (II), oii (o =: C, on peut ainsi 
icrire la formule (I) : 



nn 






^ *« v-c ^aa . \-5 ^ 



+ i:^-z:?¥+i 



»Pt 



Enfin, en tenant encore compte 4e I'identit^ (II) ou <o = S, on arrive 
i la formule suivante : 

(m) nnPtP^ = nnP^4-(a— i) ... (S— i) 

En se servant de la formule (HI), on a moins de calculs i faire qu*en 
appliquant la formule (I) au nombre apyS*). En efFet, la formule (I') 
contient 63 ternies secondaires, tandis que la formule (ITT) n'en con- 
tient que 55. Notons que 15 termes secondaires de la formule (F) sont 
nuls, que 14 termes de la formule (IV) sont nuls ei que de plus le 
calcul de 10 des autres termes secondaires de cette formule se fait im- 
mMiatement ou presque imm^diatement. 
On trouve 

nnF/^ = 6 + 48 + -i-(- 64.23 - loi + 35 - 5^1 + 1098) 

143 

= 6 + 48-7 
= 47. 

II. En transformant, comme prtcidenmient, la formule (I) dans 
le cas oCi N6gale le produit apySe des 51*" nombres premiers et en 
se servant de la formule ainsi trouv^e, on a tr^ notablement moins de 
calculs i faire qu'en appliquant directement la formule (I) au nombre 
aPySe. En effet, la formule (F) contient 32767 termes secondaires 
(dont 31 sont nteessairement nuls), tandis que la formule particuliSre 



*) La mteie transformation donne: 

nnPfP:5=nni^ + («-.i)(P— .r 
nnPfPT = nnP3; + (a— i)(p- 



r 



corrcspondante n'en conrieot ijue 2J92 (dont 30 sont n^ccssairement 
nuls). Je DC donne pas ici c«tte formule, et je ne la feral connaitre plus 
tard que sur demande, parce que j'ai d^duii de la foniiule (I') une nou- 
velle expression de F^(R) qui simplifie considirablement les caiculs dans 
le cas g^LVal et surtoui dnns certains cas parnculiers. De plus, de cettt 
oouvelle expression de F^(^}, j'ai diduit de remarquables valem-s en 
nombres premiers de la fonction nnPf , quaad N a des valeurs multi- 
ples des produits o-^f, o-^y^, ■■■ 

Sans entrer dans le detail des explications qui m'ont conduit i li 
nouvelle expression de F'^(R) et sans donner ccUe-ci, je crois utile, pour 
qu'elle prenne date dfe maintenant, d'en presenter un exeniple. 

Soit N^ flt'atpT=: 130, nombre compris entre 7' et ii"; j'obtieDS 



et par suite 

nn 
d'oCi 



Pf-W = on P: + (. - 0(|i - l)(Y - 0— —' 



: JI •). 



PaKs, le 6 avril 1904. 



Ernest Lebon. 



*) Au Congits de 1904 de I'AssodaiiaQ Fran^ise pour I'avancemeni des SdeUKi 
qui se tiendra 1 Grenoble du 4 au 11 aodt 1904, je ferai cotuultre la suite de mi 
recherches sur le proUirae consistent i trouver le Nombre des nonibres Premieis de 
I i N. 
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Par M. Ernest Lebon, i Paris. 



(Pr^ent6 au Congrte des Soci6t6s Savantes, ii la Sorbonne, le 6 avril 1904). 



AdunanzA del 24 tprile 1904. 



1. Le probltaie consistant i trouver la Somme des nombres Premiers 
de I d N z d6ji kti 6tudi6 : Sylvester *) a fait connaitre une formule 
permettant de calculer cette somme. J'ai obtenu, pour r&oudre ce pro- 
bl^e, une formule diftiirente de celle de Sylvester et analogue i celle 
que j'ai itablie dans un M6moire Sur le Nombre des nombres Premiers 
de I d N^). 

2. Les multiples d'un nombre premier X peuvent fitre divisfa en 
deux categories : ceux de premitre catigorie sont les multiples de X et 
de nombres premiers de 2 i X; ceux de suonde catigorie sont les mul- 
tiples de X et de nombres premiers ^gaux ou sup^rieurs i > : je d6si- 
gnerai leur somme par smscX. 

N 6tant un nombre entier quelconque, R^ , R^^ , R^^ . . . reprA- 
senteront les restes obtenus en divisant N par a, par le produit a p, par 
le produit a^y, . . . ; les lettres a, ^, y d6signant des nombres premiers. 

3. J'ai d'abord ^tabli de i i N les sommes smscX des multiples 
de seconde catigorie des nombres premiers 2, 3, j, 7. Voici le raison- 
nement dans le cas du nombre premier 7. 



*) Note sur le thlorkme de Legendre (Comptes Rendus de I'Acad^mie des 
Sciences de Paris, t XCVI, 1883, p. 463). 

**) Rendiconti del Circdo Matemadco di Palermo, t XVIII (1904), pp. 26o-a6& 



Le nombre des multiples de 7 est-r(^ — -R,)- Ces multiples fer- 
ment une progression arithtufetique dont le premier tcnne est 7 ei doni 
le dernier est A' — R ; done leur somme est 

', = ^(7 + W-«,)(N-«,)- 

Dans j^ il y a des multiples des produits 2.7, 3.7, 5.7 qui ont d^ 
^i^ eompt^s ; il faut done ies retraocher de s , On voit immMiatemaB 
que Ies sommes de ces trois multiples sont 

'■ ' = lb ^'•' + ^ - *■ '>^^' - "■ '>■ 

',„ = —iil + N - J!, ,)(N - J!, ,). 

Lorsque I'on retranche de s. ces trois sommes, on soustrait deux fas 
Ies multiples des produits 2.J.7, 2.J.7, 3.J.7 ; de plus on soustrait trois ' 
fois Ies multiples du produii 2.3. j. 7. Lcs sommes de ces quane muld- 
pies sont 

'" 2.2.3.7^ ^' ' '"^^ '"-^ 

^ ^' = ^^^-^-^ + ^ - *..')f^ - ^.'^)' 
J. . , - = ^ (2.3-S-7 + i^ - «. . , ,)(W - -R, . <,)■ 

'■" ' 2.2.3.5.7^ ■' ■* ' ' Ml-7-"- ■Jl?.' 

Pour trouver smsc 7 il faut done ajouter i la diffitrence i^ — (*,.7+J,,7+',.^ 
la somme (^, ,, + ^, ,, -f- ■*,(,) ; mais, comme ainsi on ajoiite tnris 
fois ^j , J , . cctte derni^re somme n'est plus retranch^ de j ; il foot 
done rajouier i la somme algebrique pr^Mente. Par suite on obtieni; 
smsc 7 = j^ - (j. ^ + J, , + f, ^) + (j, , , -j- J, ,^ + j,^ ^) _ j,^ ^ , . 

4. En retranchant de la somme ^^(N-j-i) des N premiers nom- 
bres enriers, Ies valeurs des smsc 2, smsc 3, smsc 5, smsc 7, on obtieat 
la somme des nombres qui, jusqu'il N, ne sont multiples d'aucun des 
nombres 2, 3, 5, 7, la somme de ces quatre derniers nombres ixm 
^videnunent soustraite. 
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Lorsque N varie dey'iii' — i la somme qui reste aprSs la 
soustraction pr^c&lente est la Somme snPf des nombres Premiers de 
I JL Ny moins la somme snPl ou 17 des quatre nombres Premiers 2, 
3, 5, 7. Apris les calculs, j'ai trouv6 une expression donnant snPf 
quand N varie de 7' i 11* — i. 

5. En supposant que les nombres premiers k partir de 2 sont re- 
pr6sent6s par les lettres grecques i partir de a, en d6signant par (o le 

nombre premier 6gal ou imm^diatement inftrieur 4 |/N et par a' le 
nombre premier suivant imm6diatement co, en supposant que 

de Texpression pricWente j'ai tir6 par induction la formule gin^rale 
suivante donnant la Somme des nombres Premiers de i 4 N et qui, je 
crois, est nouvelle : 

(I.) snPr=.snP^+ ^'-^^^^,7;^,-^""'^ ^ + 5:W, 
en posant 

+ ~(Zg ^g — Zg -^gp + Zg *gpT — ' • • ± ^ap... J • 

Dans la premiere parenthdse de Si^(^R)y le premier terme ^ repr6- 
sente la somme des fractions ayant pour num^rateurs les restes obtenus 
en divisant N successivement par les nombres a, p, . . . , w et pour 
dinominateurs ces nombres ; le second terme 2! reprisente la somme 
des fractions ayant pour num&rateurs les restes obtenus en divisant N 
successivement par les produits que donnent les combinaisons deux i 
deux des nombres a, p, . . . , to et pour d^nominateurs ces produits ; 
. . . ; le dernier terme est une fraction ayant pour num^rateur le reste 
obtenu en divisant N par le produit a ^ . . . w et pour d^nominateur 
ce produit. Dans la seconde parenth^se de S^(i?), les restes pricidents 
sont ilevfc au carr6. Dans la troisiSme, les termes ^ ne renferment 
que les numirateurs des mfimes termes 2! de la premiere. Les signes 
de ces termes sont positifs ou n6gatifs selon que le nombre des facteurs 
des d^nominateurs est impair ou pair. 



Quand N^ 167, nonibre cooipns entre 11' et 13', on trouve; 



[iP;"=28 + 




-(-i-1f) + {-T-) 



6. Le notnbre des termes secoiidaires dc 5"(R) legale 5(2' — !), 
n repriseatant le nombre des oombres premiers de a i cu. Si Ton che^bc 
en mftne leinps le Nombre et la Somme dcs nombrcs Premiers it 1 
k N, le nombre de termes secondaires A calculer pour la Somme esi 
2(2" — i). Comme ce nombre devient rapidcment tr^s grand, Ii for- 
mule (1,), de rnfme que la formule connue, donne nalssance i ia ol- 
culs excessivemem longs, quand N est grand. 

7. On peut diminuer la longueur des calculs en prenant entre tu'u 
a" un nombre N qui soit un multiple du plus grand nombre posaWe 
dc nombres premiers de 01 4 u, car des termes disparaissent ei les re- 
cherdies de restcs se simplijient. 

Ainsi, qiiaiid N ^ i}^, iionibrc compris eatre 11' et ij', on 
trouve rapidement 

-IL 



nP'": 



77 2 ^ 



-i-'i) 



= 28 + 2464 — 64 
= 2428. 
Pour donner plus de r^gulariti ^ cette mani^re de faire, on prendn 
les nombres premiers dans leur ordre croissant de a i u. 

Paris, le 6 avril 1904. 



Ernest Lbbon. 



RISOLUZIONE DI UNA CLASSE DI EQUAZIONI FUNZIONALL 

Nota di S. Pinoherle, in Bologna. 



AdmunSA del aa maggio 1904. 



Le equazioni alle differenze e le equazioni funzionali analoghe, in 
quanto possono servire alia determinazione di funzioni analidche, non 
sono state molto studiate. Prescindendo dai lavori anteriori all'epoca 
delle odierne vedute nella teoria delle funzioni, rimangono quasi isolati 
il lavoro del Guichard *) suirintegrazione finita di una funzione intent 
e la bella memoria dell'HuRwiTZ **) cui esso ha dato origine; e lo 
stesso si pu6 dire delle interessanti pubblicazioni del Mellin sparse nella 
raccolta degli « Acta Mathematica », e di alcuni miei lavori ***). 

Eppure simili equazioni oflFrono molto interesse per s6, e per le 
applicazioni cui esse dinno luogo : esse si presentano nello studio delle 
singolariti delle funzioni definite da uno sviluppo di Taylor, in quelle 
delle trascendenti intere, qcc, ; inoltre si trova campo di applicare in 
modo assai naturale, nella loro risoluzione, alcuni dei sussidi piti recenti 
dell'Analisi, come la teoria delle serie assintotiche del PoikcarA ****) ed 






•) Annales de Tficole Normale Sup^rieure, III* sferie, t. IV, pag. 361 (1887). 
*) Acta Mathematica, L XX, pag. 285. 
*) Per esempio le due memorie : 

Sulla risoluxione delVtqua^^ione \"/?^«p(x4-^v)= /(^)* ^ cocfficienti eostanti, e 

Sulla risoluxione (UlVcquaiiotie y" ^y ^(* + ^ ) =/(*)> ^ coefficienti raiionali [Me- 
morie dell'Accademia di Bologna, s. IV, t. IX (1888)]. — Cfr. Halphen, Comptes 
Rendus de I'Acad^mie des Sciences, t. XCIII, pag. 781 (1881). 
•*^ V. pid avanti, il S *7 di questo lavoro. 

RmU. CWt. U^Um. PaUrmo, t. XVIII (1904). — Sumpato il 15 giugno 2904. ]S 
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anche, come ha mostrato recentemente il FAjer *), la teoria della som- 
mabilitA secondo il Borel. Pur nonostante, non sembra che sia suia 
facto fioo ad ora uno studio sistematico di classi generali di amiii f 
qua^oni. 

La presents Nota si propone di portare un concributo a codesto 
studio : in essa si esporri un metodo per la risoluzione generale del- 
I'equazioDe 

W ^(1.) = a. 

dove a i una funzione noia, b una funzione incognita, ed A un'operi- 
zione che si supporrii comniutabile colla derivazione. £ evidente che IV 
quazione considerate contiene, come casi particolarissinii, le equaaoni 
differenziali o alle differenze finite lineari e a coefficicnti costantt. D pto- 
btema verri risoluto in due casi, che si distinguono per I'lpoiesi die s. 
&ri circa all'insieire funzionale cui appartengono la funzione dan a t 
la funzione incognita b. 

Con\iene aggiuugere che il metodo qui indicate per la risolurione 
deH'equazione (a) si estende, con Lievi tnodilicazioni, alia soluzione del- 
I'equazione pii generale 

dove a, K| , , , . a sono funzioni razionali, A, A,, ... A sono Dpen- 
zioni commuiabiii con D, a i\^ funzione data e f la funzione incognin. 

I. — Notazioni e lichiaml. 

1. In cid che segue, indicheremo costantemente le operazioni distri- 
butive mediante le lettere maiuscole dell'alfabeto romano. In particolarc, 
D rappresenteri I'operazione di derivazione. 

2. Le funzioni o elementi di funzioni verranno rappresentate colle 
lettere minuscole dell'alfabeto greco. Peri, le junTJonl Jelerminatiti, de- 
finite a! 5 4, verranno indicate colle lettere a, b, c, . . . 

3. L'insieme (0 spazio funzionale) del rami di funzioni analiticbe 
della variabile x regolari in un intorno di x ^ 0, si indicher^ col am- 
bolo S, La somma di quanti si vogliano elementi di 5 di un elemento 



•) Coraptcs Rendus de TAcadtraie des Sdences, l CXXXVII, 
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dello spazio medesimo : ci6 si esprime dicendo che lo spazio 5 ^ lineare. 
Entro lo spazio 5 si possono disringuere infiniti spazi, pure lineari; in 
pardcolare, si pu6 considerare lo spazio, che si indicheri con 5^, di 
tutte le serie di potenze convergenti entro un cerchio di centro x = o 
e di raggio maggiore di r. Dei due spazi 5^ , 5^ , dove si suppone r ]> /, 
ii primo 6 contenuto nel secondo. In particolare, 5^, t Tinsieme di tutte 
le serie di potenze aventi un raggio non nullo di convergenza, e non 
diflferisce da 5 ; 5^ d Tinsieme di tutte le funzioni intere e lo indicheremo 
con E ; esso t contenuto in ogni 5^ . Alia sua volta, E contiene infiniti 
spazi lineari ; fra questi, indicheremo con E^ I'insieme delle funzioni in- 
tere Xc.x* uli che X^'^n^" appartenga ad 5^. 

4. Daremo il nome di fun^ione determinante ad ogni funzione a(^x) 
di X rappresentabile sotto la forma 

(I) aix) = £r"-<f(t)dt. 

Q limiteremo al caso in cui <f(t)^ oltre ad essere finita ed atta al- 
I'int^razione fra o ed 00, sia anche continua ed ammetta le derivate di 
tutti gli ordini, pure finite e continue nello stesso intervallo. £ noto, 
dalla teoria delle funzioni rappresentabili nella forma (i), che se Tinte- 
grale ha un significato per x = x^ , esso avri senso per ogni x tale 
clie sia 

si sa pure che nel semi-piano definito da (2), la a(x) d analitica rego- 
lare e che essa tende a zero se x tende aU'lnfinito nella direzione dell'asse 
reale positivo. Si sa di piti **) che la funzione <p(/), che 6 detta fun- 
:(ione gtneratriu di a(x), h univocamente determinata dalla (i), e che 
essa funzione h espressa, mediante la sua funzione determinante, dall'in- 
tegrale definito: 

(3) ,0) = -.J^J'a(ix)d., 

dove t t reale e positivo, e ft d un numero reale arbitrario, purch6 su- 
periore ad R(x^. 



^ Con R{x) a intende «la parte reale di x». 

•*) V. Lerch, Acta Mathematica, t. XXVII, pag. 347. 



i 



5. Ls relazioni (l) e (3), fra loro inverse, definiscono una trasfor- 
LzioDC fuiizioiiale cui dal PoiNCAni, che iie ha studijto notevoli ippli. 

cazioni, 6 sato dato il oome traifomuK^ioiif di Laplace. Per breviii, le 
reIa2doni (1) e (3) si possono rappresentare mediame simboli operato^ 
poaendo 

(4) a(,) = ;[f(OJ, H0 = G[«W1- 

Fra le proprieti della trasformazioiie di Laplace ricorderemo le 
scguenti, di tui dovrcmo fare uso. Derivando U (i) si otrieoe 

(5) £>-r,Q)dt = (- 0-D-aW, C" = ■. =. 3. ■■■) 

che si pu6 scrivere simbolicamente 

(sO /I'XOl = (-■)• o-/?- 

Integrando per parti la medcsima (i), vieuc 

6. L'insieme delle funziooi determinanti costituisce uno spazio t 
iieare, che iiidicheremo con D. A questo spazio apparrengono, in parti- 
colare, tutti i rami di funzioni analidche di x regolari in un intorno di 
X = 00 e Dullc per x =^ <x>; lo spazio, pure lineare, di cotesn rami £ 
funzione verri indicate con F. Indicheremo con F, lo spazio tinean^ 
contenuto in f e quindi in D, di quelle serie di potenze ^-j^, out- 
vergeiiti fuori di un cerchio di centro x ^ o e di raggio inferiore i 
numero posidvo r. Se t r <C s, \o spazio f , t contenuto in F, . 

U. — Cenno suUa propriety delle operazloiii distributive, 
commutabill con D nello spazio S. 

7. Un'operazione distributiva A sia univocamcnte defintta per ^ 
elementi i, x, x' , . . . a:" , . , . coi quali h costruito lo spazio S, Sup- 
poniamo inoltre quesa operazione commutabile con D ; sia do^ 

(7) AD = DA. 

Ne verri che A(^t) sari una costante; sia 4„ . Volendo ^(*), a avrl 

dalla (7): 

^(i) = DA(x), onde A^x) = k^x + k, . 
In generale, sari 
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dove K^(x) d un polinomio intero della forma 

(8) K,(x) = Kx' + «fe.x"- + ( I y.x-^ +•••+*.: 

ci6 si dimostra concludendo da n ad n -f" ^> ^ fondando il passaggio 
suUa relazione (7). II sistema delle costanti i^, ik, , i,, ... definisce To- 
perazione A^ e i polinomi (8) sono i polinomi di Appell formati con 
queste costanti. 

8. Applicando formalmente Toperazione A ad un serie di potenze 
si ottiene dapprima 

(9) ^(?) = £f.if.W; 

poi, ordinando rispetto alle costanti k^ , si ottiene per A I'aitra espressione 

Ma questi risuitati formali hanno sempre, per le serie 9 di un certo 
spazio funzionaie convenientemente preso entro 5, una validitA eflFettiva : 
codesto spazio contiene le funzioni i, x, x% . . . e si diri spUT^io fun- 
X}onale di convergen^a della (10). Per dimostrarne Tesistenza, si scelga 
una successione di numeri positivi decrescenti 

tali che la serie: 

sia assolutamente convergente; presa allora, nella serie (10), la funzione 
9(x) tale che \cj <^fn^, le (9) e (10) risultano assolutamente ed uni- 
formemente convergenti per tutti i valori di x di modulo finito. L'insieme 
delle serie ^(x) tali che sia \cj > m^ appartiene dunque alio spazio 
funzionaie di convergenza (assoluta ed uniforme) della (9). 

9. Supponiamo che la funzione e'* appartenga alio spazio di con- 
vergenza di A. Verri 

Porremo 



tji S. PtNCIieRT.E. 

e supporremo quesu serie appanenente aUo spaao 5^. La (iinzioae k(1] 
definiscc, mediante i valori 

•Co), ''(o), '"(o), .... 
le cosunli k^, ifc, , it, , . . . , e i^uindi Toperjiziooe A ; (laremo a quesa 
fuQzione il nomc di fun^iont caralUriitica delt'operazJonc stcssa. 

10. Sia ora ?(x) apparteneme ad £ . Per i\ § j, ciO> signifies che 
la serie 

converge entro un ccrchio di centre x — o e di raggio superiore id 
— , e quindi la funzioue 

(ii) '^ = ''^'^ = Lt=^ 

converge fuori di un ccrchio di centre ( =^ o e di raggio r, inferior! id 
r. n prodotio 

/(O'CO 

dari una serie di Laurent convergente nella corona circolare comprEsi 
fra i cerchi (o, r,) e (o, r) *) ; se (J) A una linea drcoiidante I'origiiie 
e tutta conienuia in quesD corona, p. es. una ciicouferenza (o, r'} con 
fj <; r' < r, si avrdj come si verifica subito : 

(■=) jinf/'<''^^^'>'"^Z'-''-'-''>- 

Ma (5S 4i 5) la funzione /(I) non t altro che la determinante Jf H 
y(x); inoltre, il secondo membro della (12) S I'espressione di A{^)- 
Onde per roperazione A(^), nello spazio funzionate E , vale I'espres- 
sione in forma d'integrale definite : 

In particolare, si ha I'espressione delle K, (x) : 



•) Indichiamo con (a, fr) il ccrchio di centro j e di rag^ b. 



RISOLUZIONB DI UNA CLASSE DI EQ.UAZIONI FUNZIONAU. 279 

Si nod, dalla (12), che viene 

ossia 

(13) <f(x) = -L^ fe^Jfdt. 

11. Siano A, B due operazioni distributive della forma (10), e siano 

le rispettive funzioni caratteristiche. Si verifica immediatamente, con cal- 
colo semplicissimo, che Toperazione AB \i2i come funzione caratteristica 
il prodotto a(OP(0> °^ risulta per quest^operazione, Tespressione 

(14) ^5(9) = -i. A''«(OKO/?^^ 

^^^ J (I) 

valida nello spazio funzionale E se le serie a(i), ^(t) appartengono 

r 

alio spazio 5^ . 

Le operazioni A, B sono manifestamente commutabili. 

12. Fin qui, abbiamo supposto Toperazione A definita mediante il 
sistema delle costanti k^^ fc, , Jfe^ , . . . , aggiungendo Tipotesi che «" ap- 
partenesse, per |/| <] r, alio spazio di convergenza della serie (10). Per 
una simile operazione abbiamo veduto che vale anche Tespressione (b), 
almeno per le funzioni 9 di uno spazio funzionale conveniente. Ora, 
questa stessa espressione (b) si pu6 assumere come definizione di ope- 
razioni commutabili con Z), anche in casi in cui, per tali operazioni, 
non valga una rappresentazione della forma (10) 

Si supponga, infatti, che a (/) sia una funzione analitica uniforme entro 
una corona circolare di centro 0, comprendente nel suo interno la circon- 
ferenza (0, r), e sia la funzione (f(j) appartenente ad f^ . Prendendo 

come linea (/) d^integrazione la circonferenza (o, r), Tespressione (b) 
rappresenteri una funzione intera in x, e si avri : 



con 



«■ = ^\l:'^'^">"- 



esta forma dei coeffidenti dello svUuppo io serie della funzione A{if) 
aostra come codesra funzioae ^ intera, ed apparrenga aU'insieme £ . 

SOCIO cerce condizioni, I'operazione j1 definica da (t) pti6 esseic 
ummutabile con D ; infatti : 

°''(.'!') = J7jf/'<'')"f'"' 
>ra, per la (6), rintegralc scritio nel secondo membro i uguak a 

3«i J,i, *"'' ^ 2^clJ^„ ^■' 

se on il secondo di quesd incegi i i nullo, o se ^ f(o) = o, 'neat 

DA = AD. Si concludi ( :he I'espressione (ft) pu6 servireanp- 

esentare operazioni co an D, anche quando per codesie 

razioni non valga un'espre in serie di potenze del simbolo D, 

1 forma (lo). 



III. 



' RisoluzioDe c 



done C'O per lo spazio S. 



13. Abbia^ era da risolvere 1 [uazione 

W ^M = ?. 

dove f i una funzione data, apparcenente ad £ ; u e una funziooe 

da decerminarsi ; A i un'operazione commutabile con D, la cui faoidone 
caratteristica a. (t) appartiene ad 5, . 

Entro il cerchio (o, r), la funzione — , ,- ^ regolare, all'infuori di 
un iiumero finite di poli. Si pu6 duni^ue assegnare una corona drcolaie, 
di ceutro o, che includa b circonferenza (o, r} ed entro la quale corooa 
il quozicnte — ~ sia regolare, ad eccezione di un numero finite di poll 
Descriviamo, in questa corona, una linea chiusa (I) drcondante rorigiue 
c su cui non si trovi alcuna radice di a (I) ; riniegrale (che ci di quindi 
un'espressione analitica dell'operazione A~') : 

rappresenteri (^ 12) una funzione intera, appartenente ad £", . 

Ora, applicando a questa funzione t'operazione A, rappresentata ii 
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verri per il § ii : 



^^^ J ID 



e, per la (13), 

^(«) = ?- 
L'equazione (a) ^ dunque risoluta dalla formula (c\ e la soluzione 

e una fuimone appartenente ad E . 

"f" 

14. Risolvendo Tequazione (a), si 6 data contemporaneamente la 
risposta a varie altre quesrioni. 

a) Dapprima, il problema (a) coincide colla risoluxionc di un'cqua- 
i^ionc differcn:(iale lineart non omogenta, in generale d'ordint infinito : 

ci6 per la forma (10) deiroperazione A. 

b) Nel caso che la serie a (J) sia sempre convergente ed appartenga 
ad E^ y la serie 

«(0= J-^ 



n^o 



converge per |^| > 5, , 5, < 5. Se w (/) 6 una serie di potenze conver- 
gente entro il cerchio (o, s^ con 5^ > 5, la operazione A si pu6 porre 
sono la forma 

(15) Ai^) = ^ fa{i-x),,{i)di, 

valida per |x| <] 5, — 5, e dove la linea d'integrazione 6, p. es., una 
circonferenza di centro o e di raggio compreso fra 5, ed 5, . La risolu- 
zione dell'equazione (a) equivale pertanto tiWinversioiie^ mediante una 
serie di potenze di /, ddViniegrak dcfinito 

(16) fa(t — x)a>(/)d/ = (p(jc). 
c) Sappiamo che se ««> = X ^« ^" > *^ ^^ (S 8) 

essendo K^(^x) i polinomi di Appell relativi al sistema di coefficienti 
K» ^i* ' " ' P^cio, colla risoluzione deU'equazione (a) i anche risoluto 

Rgmd, Circ. Msltm. PaUrmo, t. XVIII (1904). — Stampato il 16 giugno 1904. 36 



il problema di mluppare la fu>i:^wni: data ^(x) I'w icrie ordinata samde 
HH dalo sisltma di polinuml di Appell X, {x). 

S) Infine la risoluzione della medesima e<]iiazione (a) risponde a! 
problems della risoluzione di un sistvma di inBaite cquaziooi lictMri ad 
Lnfiaite iucognitc, tn cui il determimiDtc dei coefficicnd ha la lonua: 



(■7) 



'. *. 


t, 


t, 
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Jl 


!l 


41 ••■ 
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i„ 


*, 


A. 



mm^^ 



15. La soluzioDe dell'equaziOBC (a), data dalla formula (i), 
in generate imica. Se iiifaiti (i), (/ ) sono due linec chiuse ndk coodi- 
zioni indicate al § 1 3, qoh intcrsccaniisi fra di loro, nell'areA chiusi ib 
queste linee si potranno trovarc radici di a(i)j in numero 6nito; siaio 



L'integrazioae di 



eseguita lungo (I) ed (i,) dari di 
renza sari espressa da 



'7? 
■ 'CO 

e funzioni u (x), u, (x), 



»w- 



'X')- 



^HL 



e"J<?dt 
<0 '' 



nel caso che le radici di a(/) siano semplici *), viene dunque: 

(■8) »(,)_o,,M = f c,,-;, 

dove le C sono cosnnti. £ d'altra parte evidente che il secondo membio 
della (18) soddisfa all'equazione ^(u) := 0. 

Dall'osservazione precedente, si deduce che i quattro problemi ato- 
merati al § 14 sono suscettibili di piii soluzioni nello spazio S; le dilie- 
renzc di due soluzioni dAnno, nello spazio medesimo, la risposu Ji sf 
guenti problemi : 



*) Si Usda il leitorc U facile inodilicuioDe che avtnene oel caso di radid moliipli- 
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a) Risolozione di un'equazione di£Ferenziale line^ure ad infiniti ter* 
mini e a coefficiend costanti; 

b) Soluzione di un'equazione fuDzionale della forma : 



/ 



a(t — x)<A(i)dt = 0; 

c) Sviluppi dello zero in serie ordinate per i polinomi di Appell 
di un dato sistema; 

d) Risoluzione del sistema di equazioni differenziali lineari omogenee 
in nomero infinito e ad infinite incognite, aventi per matrice dei coef- 
ficienti il sistema (17). 

16. G)nsideriamo il caso che a(/) sia una funzione intera. La st2a 
inversa — ^ sari uniforme e in ogni area finita del piano t avri, per 

sole smgolariti, poli in numero finito. Se la Imea d^integrazione (/) 
include il cerchio (0, r), e se 

appartiene ad jE^ , la 

^^^ 2wiJ„, a(0 
si ridurri ad uno sviluppo in serie i cui termini avranno la forma 

wl p eT'dt 

Ora, supponiamo dapprima che entro (/) non cada alcuna radice 
di «(/). La (19) 6 allora il polinomio di Appell \(^x) format© coi 
coefficienti dello sviluppo in serie 

4 = /o + /.* + ^»'+-; 

esso soddbfa alia equazione >4(\) = x", ed appartiene ad un sistema 
die si dice invcrso del sistema K^(^x). Si ha cosl il seguente risukato: 

c Se 9(x) & una funzione appartenente ad £^ , dove r & il minimo 

v 

c modulo delle radici di a(^), la soluzione dell'equazione (a) i data 
cdalla serie 

Supponiamo invece che entro (/) vi siano p radici di a (<)» e ^ 



le radici semplici a^, a^, ... a^. L'integrale (19) si ridiuTJ allon alli 
forma 

(20) ■».W = ».W-i:c.,<v: 

questo soddisfa, come V, (:>:), ali'equaaone 

Questi equazionc si puu anche soddisfare prendeodo \a (19) una iina 
d'iniGgrazione (/,) variabUe con »; tl numero delle radici di k(i) induK 
in (/,) varicri con «, e la (20) a potri scrivere 



(20') 



F,(x) = \(j:)-^C,.e*y, 



17. Un caso inreressante, nel quale t'integrazione delta eqiuzione 
(a) si pu6 estendere oltre lo spazio £, , h queilo in cui sb possibilc dj 
assegnare un sisiona di costann C, . tale che, essendo m, g cd 6 do- 

meri posiiivi, si abbia per \x\<C.i'- 

Se allora la seric ? (*) ^= X '^•^ ^' ^ convergente in un cerchio di raggio 
superiore ad h, la serie 

»W = !«.".« 

sari convergente assolutamente ed uniformemente per |j:| <; f , e dai 
la soluzione dell'equazione (a) che sar4 cos) risoluu per tutto lo spizio 
5j . Questo case £ queilo che si presenta nella risoluzione dell'equazioDe 

"(»+ ■)-"« = ?«. 

come St vede dalla bella soluzione che per questa equazione h stata dao 
dall'HuRwiTZ *) per il caso di una funzione intera o {x) ; si vedc poi 
facilmente che la medesima soluzione si pu6 anche estendere al caso Id 
cui f (x) t una serie di potenze convergente in un cerchio di raggio 

superiore ad . 



*) Acta Mattaeinatica, t XX, p. 185. 



A 
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rv. — Cenno sulle propriety delle operazioni distributive 
commutabili con D, nello spazio £>. 

18. Riprendiamo Taccenno alle proprietd general! delle operazioni 
A commutabili con D, gii indicato nei §§ 7-12 ; ma a differenza di quei 
§§, consideriamo la funzione, cui I'operazione A va applicata, come ap- 
partenente alio spazio definito al § 6 e indicato con D : alio spazio cio& 
delle funzioni determinanti. 

Supponiamo dapprima Toperazione rappresentabile mediante uno 
sviluppo della forma (10), che scriveremo ora 

(10') j(f^ = g(-in.jrf; 

la serie 

o * 

appartenga ad F, . Se allora / 6 pure un elemento di F^, alia (10') 
si potri, per il teorema di Cauchy, dare la forma : 

(15') ^c/) = i^ /"«(* - omdt, 

essendo (/) una linea chiusa semplice, circondante il punto / = o, e 
tutta compresa fuori del cerchio (0, r). D punto x sari esterno a 
questa linea, ad una distanza dal contorno superiore ad r. Ora per questa 
linea (/) si pu6 prendere anche il contorno composto del segmento ret- 
tilineo unente i punti 

* + tv, *-iv, (k>r) 

e della semidrconferenza avente questo segmento per diametro e rivolta 
dalla parte negadva dell'asse reale. 

Passando al limite per v = 00, Tintegrale esteso alia semi-circonfe- 
renza tende a zero, e viene cosl per A(J^) Tespressione 

id) A{f) = ^ i a{x-{)fii)du 

con *>r, l?(jc)>* + r. 

19. L'espressione {d) h piil ^ic'). Infatti, mentre 
questa h definita per gli dema ^vere signifi- 



cato anche per gli eleruenEi di D non appartenenu ad F. Sc f i dcfi- 
nito per ^(x) ^ h, U {d) vaie per K{x') > k-{- h. 

Quesu espressione si pu6 ancora modificare. Si ha, per J((*)>ii(l): 



Posto quindi 

la (li) vieac a sciiversi 



■ = / e" d u, 






o, invericndo Ic iniegrazioni, il cbe ^ evidentemetite leciio in 
die ipotesi fatte : 

(") "^C/) = I7tX''W'""X'7''"''('''"''"' 

Ma ^ ha C^^ 4-5 ) cbe 

onde k (22) d di, per I'operazioiw yrf, I' 

(,) A(J) = £r",.(u)Gfi 



d 



20. Alle precedent! espressioni (10'), (15') e (J) delU A^h dunqw 
aggiunca aiiche la (e). Ora, questa nuova espressione o&e mag^crt 
generality delle precedent] in quanto che, in essa, si possooo fare ipoie^ 
piii larghe sulla uatura della a(w), che diremo funiione caraturisika di 
A. Infatri, non sari pii necessario di supporre, come al ^ precedente, 
che 01 (h) sia una funzione incera di u data daUa (21). Basta supporre 
che a. (m) sia una funzione della variabile u data per tutti i valori reaJ 
e posidvi di questa variabile, insietne alle sue derivate di tutti gli ordini, 
e tale che, per x :^ x^, e"" x («) sia integrabile fra o ed 00. Lo stesso 
accadri allora per cutti 1 valori di x tali clie sia R(x) ]>■ R(x^; e « 
/iun elemento di Z>, valido per i?(jc)> i? (x,), il procedimento stesso 
del ^ precedente mostra che per R(x)'^ ^(^o~f"*i)» ^ (') ^ *^' 
ficato e rappresenta ana funzioae determiDante. 
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L'espressione (^), sotto questa ipotesi, rappresenta dunque un'ope- 
razione applicabile alio spazio D^ e questa operazione contiene, come 
casi particolari, quelle della forma (lo'), (15') e (J). 

Ora t facile vedere che essa i commutabile colla derivazione ; basta 
infatti notare che 

DA(/) = — rr'''oL(u)uGfdu, 

ma dalla formula (5') del § 5, risulta subito che 

uGf= — GDf, 
onde DA = AD. 

21. Quando la funzione a(w), caratteristica deiroperazione A(^f)y 
» specializzi alquanto, t possibile di variare, entro certi limiti, la linea 
dlntegrazione della (e) stessa. Sia infatti a (u) funzione analitica regolare 
della variabile u ^^re*^ ^ per tutti i valori di r compresi fra o ed 00, e 
per tutti i valori dell'argomento g compresi fra o q g^; inoltre, esista 
un valore di x^, di x per il quale il prodotto e"""* a (u) tenda a zero, uni- 
formemente rispetto a gy per r = 00. Esisteranno allora infiniti valori 
di X per i quali quest'ultima propriety verri soddisfatta, e saranno tutti 
quelli interni ad un angolo g' di vertice x^ t coi lati perpendicolari Tuno, 
all'asse reale, Taltro, alia direzione di argomento — g^ . Ora, presa con- 
venientemente /, si integri la 

r"'oL(u)Gf 

lungo il contorno di un settore circolare formato da due raggi di argo- 
mento o, g^ e dall'arco intercetto sulk circonferenza (o, r). L'integrale 
esteso al contorno sari nuUo ; di piii, per r = 00, tenderi a zero l'inte- 
grale esteso all'arco di cerchio : onde verri 

(23) rr'"" oi{u)Gfdu= n V'- a (u) Gfd u. 

L'espressione dell'operazione A ^ quindi data da un integrale analogo 
ad {e)y ma esteso ad una semi-retta uscente dall'origine e di direzione g^ . 
Evidentetnente, si pu6 sostituire a questa qualunque semi-retta uscente 
da o e di direzione g compresa fra e ^^; la funzione rappresentata 
da A(^f) h espressa, per x preso entro Tangolo g\ indiflFerentemente 
dall'uno o dall^altro membro della (23). 

22. Abbiasi una seconda operazione B analoga ad ^, e di cii' 
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U)= ['-H'OG/Ju 



sia U funzioiie caraneristica : 

(24) 

II seconiio menibro dc!la preccdente e, per ^(x) abbastanza gnmde, 
una funzione delcmiinante di cui 

PWG/ 
i la generairice : applicandolc roperazioae ^, vcrrh duii^iii: 

(25) AB(,/) = £.-,(,)t,iu)C/du. 

Questa relar-ione mosira che i7 prodotto di due opera^ioni A, B del If! 
(«) i un'operaxiotu del tneduima Upo, c che la funzione caratlerisiica id 
prodotto i il prodoilo delie fittizioiii caratterisl'iche t (a), ji (k), di A c B. 
Nc segue aiKora die Ic opcrai-toni Jc! tipo (e) sono fra loro comniu- 
tabUi. 

2]. Ponendo 

G/=t("). 
I'espressione (<) dell'operazioDe A diviene simmetrica in a(n), o(i() 
PosK) a(ii) ^ Go, la ^ si pu6 dunque scrivere : 

(2<) A{f)=£r"^(_u)Gfdu = y",->WGaJu. 

Questa relazione pone in evidenza una legge di reciprociti, che si piio 
formulare dicendo che I'operai^ione avenU come funziotte caratterislica 1, 
applicata ad f, coincide coU'opera:(ione avente per funzione caratteristtca 
Gf, applicata ad Jol. 



V. — Risoluzione dell'equazlone (a) per lo spazio D. 

24. Abbiasi da risolvere I'equazione 

W -<(») = /, 

dove / i una funzione data in D; g ^ una funzione da determinafa 
nel medesimo spazio ; A i un'operazione commutabile con D, rappre- 
sentata da un'espressione della forma (e) ed avente a(i() come funaooe 
caracteristica. 

La formula (25) permette di dare immediacamente la soiunonc 
formale del probletna. Se infatti s'indica con B I'operaziontr avente pff 
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funzione caratteristica . . , viene immediatamente, dalla C^j): 

e quindi, per il § 4 : 
onde: 

L'operazione rappresentata dal secondo membro della (27) 6 dunque 
Tespressione formale di A~^ . 

Ora, affinch6 questa soluzione formale sia effettiva, basta che la (27) 
abbia signiiicato per un valore x, di x, Se allora / si prende regolare 
per R{x) > if(xj, la (27) varri (§ 20) per R{x) > i?(x, + xj. 

Supponendo a(w), come al § 21, regolare entro un angolo, o piii 
particolarmente ancora, supponendola intera come al § 19, basteri, per 
la risoluzione deU'equazione (a), che esista una semi-retta uscente dall'o- 
rigine e di argomento g, lungo la quale, per un valore i = i^ , Tin- 
t^rale 

Jo '<^W 

abbia significato, perch^ I'equazione {a) sia risolublle in tutto un angolo 
del piano ky facilmente assegnabile. 

25. La risoluzione dell'equazione (a) dky come al § I4> 1^ soluzione 
di problem! funzionali ad essa equivalenti ; essi sono i seguenti : 

a) La funzione g del § precedente risolve il problema di inversione 
d'int^ale definito espresso dall'equazione 

I r**^ 

—7/ a(ix-t)gQ)dt=f(x). 

h) Nel caso che ad A si possa dare la forma (10'), cio6 se la serie 

a(f) = X^w* ^ convergente o anche semplicemente sommabile (som- 

mazione esponenziale del Borel), la gr ^ I'integrale dell'equazione diffe- 
renmle lineare a coefficient costand e non omogenea 

in cui il secondo membro appi 

Mmd. Girf. iUitm, P(iImM« t. Xfm 57 



J 



c) per la legge di rcdprociti enunctaca al § 23, se b g(i) i svi- 
luppatnle nella serie (convergente o aodie solcaoto somniabile) 

la -fi(ff) si pu6 scriverc 

*— n! 
Onde I'equazione (a) si piiLi interpetrare come esprimenie il segueote 
problema : « determinare i coeffidenti dello sviluppo della funaone/ia 
serie ordinata sccondo le successive derivate della funzione a tlau i ; 
e b fortnub (27) ae di la sotuzione. 

z6. La furmoae «(») si trovi nelle condizioni ammcsse al ^ il 
per tutti i valoti di u compresi entro un angolo di vertjce » ^ «d 
i cui lati abbtano per argomento g ^ o e g = ^^ ■ Eniro quest'angolo, 
la «(«) abbia un numero fiiiito di radid semplid a,, o, , ... a^. Al- 
I'infuori di quesd puna u , siaiio soddisfa:ie le medesime condiaom 
anchc per —p-^ . 

!□ tali ipotesi, grintegrali 
(28) g(,x) = £^^G/d,., «.(.') = £' ^-i<^f'" 
daranno entrambi, per i valori di x presi entro un angolo oppornino, 
soluzioni dell'equazione (a). L'integrazione estesa al contomo di un 
senore circolare quale ^ indicato al ^ 21 di, medbnte il teorema di 

Cauchy, 

f 

essendo le c costanti (nel caso che le n sbno radici semplid; si om- 
mette la nota ed ovvia modificazione del caso in cui le a- sbno ndii 
multiple). 

Con ciO) ^ veduta k plurivocitA dell'operazione A~' , e si lasda il 
lettore di enunciare quel problenii, analoghi a quelli enumerati al 5 15. 
i quali amnietiono come soluzione b differenza di due soluzioni della (4 

27. Sb ancora data un'espressione 
(I) a(x) = £:--^(,u)du, 

rappresentante una funzione determinanie per R (x) ]> R (xj. 
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Si suppone che per a(u) e per tutte le sue derivate, definite fra 
tf r=: o ed tt = 00, siano integrabili le 

^-"a<"»(u) (» = o, I, 2,...) 

per ^(x)> -RCO- L^espressionc (i), come tutte le analoghe in cui al 
posto di a (u) figurano le sue derivate, tende a zero per R (jc) = -f- oo, 
come i facile vedere. Ne viene, con successive integrazioni per parti, e 
posto a (0) = *^ , a' (o) = it, , . . . , a^"^ (o) = k^ , che il prodotto 



X 



L*^^^ X x' '* X^^'J 



tende a zero per x = oo nel senso dell'asse reale positivo ; in altri ter- 
mini, a (x) ammette lo sviluppo assintotico, nel senso del PoiNCARi : 

k k k 

X ^ X* ^ -r ^»^i -r 

G6 premesso, si consideri un'operazione A della forma (^), e la 
cui funzione caratteristica a (u) abbia le propriety indicate. Presa / in 
D, tale che Gf =: 9 (u) abbia la stessa proprietA per /? (x) > jR (x J, 
e posto 

il risultato dell*operazione A (/) sari una funzione determinante, regolare 
per R(x)'^ R (x^ -{- x,), e per la quale varri lo sviluppo assintotico : 

(29) ijko^n + « *. ^«-. + ( 2 ) **^-> ■• h *« O^. • 

Naturalmente, questo sviluppo, anzicch^ assintotico, sari effettivo qualora 
f ed a appartengano ad F. L*espressione precedente di -^(/) pone in 
evidenza la legge di reciprocity enunciata al § 23. 

28. Per terminare, accenniamo brevemente ad alcuni casi particolari 
ddU'equazione (a). 

a) L'equazione diflferenziale lineare a coefficienti costanti e dell'or- 
dine m, il cui secondo membro t elemento di D, 



m 



(30) y(.-irKD'g=A 



rientra come caso speciale nel problema che abbiamo risoluto. Per la 
nota scomposizione del primo membro della (30) in un prodotto di 
fattori opera tivi semplici, la sua risoluzione si riconduce alia soluzione 
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successiva di equazioni della forma 

(3>) •^g — Dg=f, 

dove a i: una costaiue. La (31) si integra immedbuineate medunte A 

formula (37), che ael nosn'o caso di : ■ 

(32) g(,x) = £-^Gfd^ " 

L'int^azione si pud fare lungo qualsiasi semi-reita uscente dall'onf^oe^ 
di argomento if diverse dall'argoniento di u, c I'csprcssione (32)iT^O- 
lare in x iu tunc un semi piano limitaio da una perpendicolare dk lU- 
reaone — g. Se, facendo variare §, esso oltrepassa I'argomento di a, 
si troveri una seconda soluzione g^ (x) diffcrcnte dalla prima per uoi 
funziooe esponenziale 

ciT', 
dove c ^ una costance. 

Se /(jc) appartiene ad F, ed i r^olare per |x| >■ r, ia (? (x) sari 
rcgolare nel medcsimo campo Ul >■ r all'lnftioti di un UgUo t ck s 
esteude aU'infiniio. 

Se /(.x) animene una funaone generatrice G/=y(ii) finita, in- 
siemc a [utte le sue derivate, per h =: o, ed ^ 9'"' (u) =; (^ , si ivrl 
per I'imegrale di (iO '° sviluppo assintotico 

03) it<.''' + "'.-.'■" + "("- 0«.-.«-'+--- + «l07=?f= 

e 5e / appartiene ad F, quesio sviluppo said valido in tutce le direaoci, 
una sola eccettuau. 

Per / ^ — , la ^ (x) si riconduce alia nota trascendeote k. 

¥) L'incegrazione dell'equazione di prim'ordine alle differcnze EdiR 

(34) »(' + ■)-'■»«=/« 

si eseguisce pure medianie la (27), e si ha, esciuso il caso di u — i i 

(35) !'W = /'7^G/<I». 

L'integrazione si pu6 fare andie qui lungo una semi-retta qualunquc 
uscente daU'origiae, e che non contenga alcuna delle radici deU'equaziooe 



radici alUneate parallelamente all'asse immaginario. La direzione dell'asse 
immaginario £ quindi naturalmente esclusa. 
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Se Gf=. 9(tt), con 9^*^(0) = c^, varri per g uno sviluppo assin- 
todco della forma (29). In questo, i coefficient! k^ sono quelli dello svi- 
luppo di (e""" — fl)"' in serie di potenze di u 

e sono dati da 

(36) K = JZZTi > (* - 0. — ^*.> 

dove la relazione ricorrente si ottiene sviluppando {k — i)* second o la 
regola del binomio, e sostituendo poi gli esponenti mediante indici. 

Per il caso di fl= i, la (35) non vale; ma poichfe e"" — i con- 
dene u come radice semplice, si potri, in forza delle relazioni del § 5> 
sostituire alia (35) la 

(37) g W = i)-' £-fr=r^ ^f^ «• 

In questo caso, le relazioni (36) si riducono per n = i, 2, , . . , a 

quelle dei numeri di Bernoulli, e la (37), per / = — , d4 la nota 

serie assintotica di Stirling. 

c) Come ultimo esempio, si potrebbe considerare Tequazione fun- 
zionale pii generale della (34) : 

ma per lo sviluppo della sua soluzione rimando ad un mio lavoro di pa- 
recchi anni fa, pubblicato nel tomo IV della serie IX delle Memorie 
della R. Accademia delle Scienze di Bologna. 



Bologna, 2 maggio 1904. 



S. Pincherle. 




R LA COURSE LIEU DES POINTS DE CO?f 
DES SURFACES DE DEUX FAISCEAUX. 



Par M. M. Stuvvaert, i Gand. 



En Usant rint6ressant 
M. C MiNEO, dans Ic tome 
Matemacico di Palermo a, je 
mi^re parde de t ' 

principes g^n^raux uum i 



jublii, sous le ciire ci-dessus, par 
1903) des o Rendkonti del Circolo 
aper^i que les r^ultats de la pr^ 
lent facilement grace 4 reinploi de 
ccupe depuis quelque temps ') et 



sur lesqueis je prepare un travail d'enscmble. 

Puisque le hasard me donne I'occasioD d'appliqucr ces m^hodcs, 
je me permets de presenter, au Cercle Math&nadque de Palennc, un 
extrait du travail en question, contenant ce qui est indispensable poor 
d^ontrer quelques-uns des th^or^mes de M. C. Mimeo. 

Un determinant rectangulaire, ou matrice, contenant n lignes et 
n -{- I colonnes, par exemple 



*) J'ai fait allusion i ces mfthodes dans une thise anneite i n 
{Sur Us surfaces algibriquts engendrits par des courbtt du stcond ct du troisUmt oriri, 
Gand, Hoste, 1902) et je l«s ai utitisies dans une Note publiie dans le Bulledn it 
I'Acadfmie royale de Belgique (Sur les plans coupant un systhmt de lignes de I'espm 
en six points d'utie conique). Enfin j'ai consign* les piindpaui rHultats que j'»i obteDM 
daos un pli cachet* diposi aux archives de I'Acadiniie de Belgique (f^vrier 1904). 
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repr&ente, comme on sait, les n determinants que Ton pent former 
avec n des colonnes du tableau donn6. 

La relation Af = o signifie, par convention, que tons ces determi- 
nants sont nuls. Dans ce cas il existe une m£me relation lin^aire entre 
les elements de chaque colonne, et une seule, i moins que les premiers 
mineurs de tons les determinants ne soient nuls. 

Si deux de ces determinants, par exemple (ci^b^c^) et (a^b^c^y sont 
nuls, il existe une meme relation lineaire entre les elements des colon- 
nes I, 2, 3, et une mfime relation lineaire entre les elements des co- 
lonnes I, 2, 4; done, ou bien une mSme relation lineaire entre les 
termes des quatre colonnes et alors M = o, ou bien plus d'une rela- 
tion lineaire entre les termes des colonnes i, et 2, et alors on a 



m 



a b c 
a b c 

^2 *^a *^a 



= O. 



Par consequent, le syst^me 

equivaut i 

Mm = o. 

Cette propriete, d'ailleurs connue, s'applique evidemment i tout 
tableau de n lignes et w -j- i colonnes. 

Si les elements de M sont des formes ternaires lineaires, chacune 
des equations (a^b^c^) = o et (^^b^cj = o est du troisitaie degre. 
Ces relations ont done neuf systfemes de solutions communes, dont une 
partie, [l^ par exemple, annulent M et les autres, en nombre [/., par 
exemple, annulent m. On a done 

(^3 = 3' — t^ai 

pareillement 

t^a = 2' — t^« 
et comme pi, = i, on a 

De mfime, on a, en general, 

Dans des cas particuliers, ce resultat pourrait itre akere, notamment 
s'il existait des relations identiques entre certains elements du tableau M. 



M. sruvvAesT. 

II se peut, par exemple, que M s'annule pour ime infiaii^ de valeun 
des variables *). 

Si les ^-l^mcnts d'une matrice, i n iignes et n -f- i coloanes, sooi 
dcs formes lintiires quaternaires, on dimontre, cotnme ci-dessus, que 
rivanouissemeut de la matrice reprcsciue une courbe gauche de I'ordte 

- ^ "'' — ■ . Ce mode de representation a dcji hk utilise incidcmmenl 
par divers auteurs, sp6cialeuicnt pour la Jacobiuinc d'un sysi^e k 
trois surfaces. 

Si les ^dinents du tableau Af sout, les uus des cuitstaiites, les iit- 
tres des formes quaternaires de degr6 quclcooque, M ^ o peut mean 
rcpr^iitcr une courbe gauche, notamaient quand les ^lihncnts de cbi^ut 
ligne ou de chaque colonne son: du m&nc degri ei, en gdniral, quind 
les diterminants obtenus par la suppression d'une colonne son: des Iod^- 
tions lioniogeues des coordonntes. Par le rabotinement pr^cidenl, on 
olitient facilcmcnt le degri^, ct aussi le geure, dc la courbe gauche. Lu 
cas les plus simples sont des courbes conauts dont on pent trouver 
beaucoup de proprii5t& ; le thior^me le plus f^cond dans ces rechcrcbo 
est rebtif au nombre de points communs i la courbe M = et i la 
courbe in = o, niais je n'cn aurai pas besoin id. 



Jc ciier»;lic I'ordre et le geiirc d'une courbe gaucJie represcntt-e pa/ 
un determinant d trois Iignes, chacune de quatre formes quateriuires 
de degr^s respecdfs n, , n^, ti . 

En rempla^nt chaque element par son degri, j'ai la notadon s)td- 
bolique : 



Soit iL I'ordre de la courbe rep^sentee ; elle est I'intersecDon par- 
delle de deux surfaces d'ordre «, + «, + n, et cene intersecdon se 
complete par une courbe d'ordre ft'. En appliquant, i celle-d, le mini* 
raisonnement, j'ai la s6rie d'egalii6s : 

1* + r' = C". + «i + ",y . f^' 4- f^" = («, + « J(", + «,)' !^" = "'' 



') Je me propose d'exposer, dans un i 
i la G£oin£trie plane. 



! tr»»iil, I'tpplicacion de ce risulm 
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d'oii 

Soient p le genre et h le nombre de points doubles apparents de 
ia courbe d'ordre [x ; on a 

(i) 2/) = (|x — i)((x — 2) — 2h. 

En appelant fc', fc" les nombres respectifs de points doubles apparents 
des courbes d'ordres [l' et [l'\ on a aussi les relations connues 

(2)2fc-ife'=(».+«.+«-l)X(*-,x')=((^-!*')[([*+J^')-2Z«.+l], 
( 2/,' -2h" = («. + «, - I)(«. + «, - !)(,*' - ,*") 

(4) 2r = «; («.-!)». 

Additionnons les relations (2), (3), (4) et soustrayons de Tigaliti 
(i); il vient, successivement, 

2/» = — 4JX + 2 + Z«.(2|* - (X' — (*") 

+ (X- + ,." + «.({*' - 1-") - <(«. - OS 

ou, en rempla^ant (x, [x', [Jt." par leurs valeurs trouvies plus haut et 
effectuant les simplifications, 

2/) = (X< + Z^O(Z«, - 4) + Z^Z«! + w.w^Wj + 2. 

En particulier, la Jacobienne de trois surfaces d'ordres w^, n^, n^ 
est repr6sentte par un tableau de trois lignes, chacune de quatre formes 
de degris n^ — i, n, — i, w^ — i et si p' est le genre de cette courbe, 
on a 

2P' = [X(«. - 0' + I(«. - OK - 0][Z(«. - - 4] 
+ 1(«, - 0Z(«. - 0' + («. - 0(». - 0(«, -0 + 2. 

En particulier, si les trois surfaces sont du mSme degr6 «, la Ja- 
cobienne du riseau qu'elles difinissent est de genre p" et Ton a, tous 



•) Cas particulier d'un th^or^me de- Cremona, PrcUtninari, n° 147 de rWilion 
allemande. 

Rmd, Cir€. hUUm, PaUrmo, t. XVIll (1904). — Stampato il la luglio 1904. 38 
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calculs fails, 

p" := 14W' — j4b' -\~6€n — 25, 
forraule conforms au r^sultat trouvi par M. C. MiKEO (loc. cir., p. 307). 

La thtorie des matrices ne donne pas seulement I'ordre et le geare 
de la Jacobieune d'un r6seau ; elle pormet d'ftablir diverses auttes pro- 
pri^t^s tjue je ne puis signaler ici, sans sortir de mon sujet. EJIe « 
montre rout aussi utile pour I'itnde de la Jacobienne de cinq surfaos, 
figure qui a tti d^finie par Cremona fPrilim'tnariJ. 

Si Ton coDsid^e eu efict ud tableau i cinq coloanes, chacune ilc 
quatre formes quaiernaires dc dcgris respecafs «_ , n^ , n^, ", i»,. 
tableau que Ton peut icrire symboliqucment 



r^vanouissement dc cette matrice reprtseiilc unc courbe gauche d'ordic 
[A et dc genre p, et I' on trouve, par la m>l-[hode pr^cMentc, 

(^ = !«.«.. 

2/'=(Z". — 4)Z'',''. + Z«.«,n, + 2. 
En y renipla^nt n. par n. — i on a I'ordre et le genre de la . 
Jacobienne de cinq surfaces d'ordres w_ , n^, n., w^ , n , On vi:rn 
aussi sans peine ce que devicnnent ces formules quand les uombtn 
H, sonc 6gaux. 

Soient 

F-\-kf = o et P + f/' = o 

!es Equations de deux faisceaux de surfaces, les premieres d'ordreH,b 
autres d'ordre n'. Jc cherche le lieu des points de contact de deui sur- 
faces appartenant i chacun de ces faisceaux. Pour UQ de ces points, oo 
a les relations 

F + kf=o, 

df 



dx, 



<-'{y^+€) 



('"= 



>,>.4); 



elles expriment en efFet que le point consid6r6 est sur une surface du 
premier faisceau et qu'il a meme plan polaire par rapport i cene surfin 
et i une surface du second faisceau. 
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Ea ditninant k, p et l, on obtient 



M^ 



f 



dF 


dF 


dF 


dF 


dx. 


dx. 


dx, 


^\ 


df 


df 


df 


df 


dx, 


dx. 


dx, 


dx^ 


dF' 


dF' 


dF' 


dF' 


dx, 


dx. 


dx, 


d\ 


df 


df 


df 


df 



dx. 



dx dx dx^ 



= o. 



n est Evident que les Aliments F, /, o, o de la premiere colonne 
iivcnt 6tre remplac6s par o, o, F', /'. 

Soient (X Tordre et p le genre de la courbe Af. En appliquant les 
3cM& exposes plus haut, on trouve 

I* + (*' = (2« + 2n' - 3)', JA' + (X" = (2« + n' - 2)' 

ft" + (1'" = (2 n — i)' , ft'" = «* , 
oil 

ft = 3(«* -}- «" + 2) -j- 4(nn' — 2« — an'), 

sultat trouv^ par M. C. Mined. 
Ensuite 

2/) = (|i. — i)(jx — 2) — 2A, 
2h — 2h' = (2n -\- 2n' — 4)* (ft — [*'). 
2 ft'— 2h" = (2n + n' — 3y(|*' — f*"). 

2fc"— 2J!>"' = (2« — 2y(|A" ~ (i'"), 
2A"' = «'(«— 1)'. 

Par un calcul facile, mais assez long, on dre, de ces 6galit6s, une 
eur de p conforme k la formule de M. C. Mined : 

= (« + «'-2)[5(«'+«"+««')-4(4«+4"'-3)] + 2««'-i. 

Les points oil la courbe Ay base du faisceau F -j- ^/> coupe le lieu 
sent les points oil cette courbe A perce la surface 

dF df dF df 



= o 



(i = I, 2, 3, 4). 



dx,. dx. dx,. dx,. 
nombre de ces intersections est done 

2 n* (« -f- w' — 2). 
Dans le determinant rectangulaire My on pent remplacer les Hbme 



r 









""-,+'¥^ 









de la demise ligne par o, ^^ f- /^ 

ax dx, 



"■ + 'l^- 



^— - -r .3— , ^-^ -r .3— , 3 r •3—- Or, si k surface f' + i/ 

a un poim double, les cooriionn^es de ce point aunuleni alors les tik 
ments de la derniere ligne du tableau M et ce point est done ua ponf 
simple du lieu. 

Les proccdts tjue je viens d'indiquer scront probablement impiut- 
sants k r^soudre les deux dernieres questions trait^es par M. C, Mma 
Jc reconiiais aussi que ces procM6s ne fournisseni pas toujours les 
ludoas les plus tl^gantes des probl^mes auxquels on les applique. Cei 
iiKonvtnients des Hiithodes g6ndraies ne peuvent guSre C-tre t%-itte* 
sont comme la rani,"on de ieur geniralite. Tout ce i)ue je voulais 
trer, c'est que des moyens d'investigaiion embrassant ua vaste domiine 
possMeni n^anmoius assez de souplesse pour se plier i des recherdiei 
pour lesquelles ils o'oQt pas hi imagines sp^cialement. 






igOA. 



M. Stutvaehi. 




SULLE TRAIETTORIE DI UN PROBLEMA DINAMICO. 



Nota di Guido Fubini, in Catania. 



Adniunza del z6 giugno 1904. 



1. In varie memorie io ho studiato i gruppi di movimenti, i gruppi 
geodedci reladvi a una forma quadratica, e i gruppi di trasformazioni 
di Darboux di un problema dinamico *). Queste questioni, interessanri, 
credo, di per s6 stesse, sono, considerate da un punto di vista generate, 
casi particolari della questione di determinare tutti i problemi dinamici, 
per cui esiste un gruppo trasformante in s^ le traiettorie : questione, 

« 

che io non riuscii finora a risolvere, se non che per i problemi a due 
variabili, usando di un teorema di Painlev^ dimostrato dal prof. Vi- 
TERBi **) e dei risultati di Kgenigs. (Cfr. p. es. la Nota aggiunta al 
Tomo IV della ThiorU des Surfaces di Darboux). Questi risultati, e al- 
cune particolari ricerche sul problema generale sono Toggetto della pre- 
sente Nota. 

2. Ecco il citato teorema di PAiNLEvi : Due problemi dinamici P, , 
P^ , a due variabili corrisponderUi (aventi le stesse traiettorie) sono corri- 

spondenti di prima specie di due problemi P^ , P^ trasformati di Darboux 

d s* 
Vuno ddValtro. Un problema dinamico di cui -7-3, X. sono la forza 



*) Annali di Matematica e Memorie ddl'Accademia di Torino, 1 902-1 903. Ren- 
diconti dd Lincei, 1903 (Nota I e II). Gli altri miei lavori analogfai non cHnteressano 
per le s^;aenti pagine. 

^ Rendiconti dd Lincei, 1900. 



viva e le forze impresse si indica coq (Js', XJ o con (di', [/) se 
X, ^ 5 — ; due problem! (Js^ , XJ e (ds' , X,') si iltcono corrispondenti 
di 1* specie, sc oltre che le traiettorie coinciJono le geodetiche relative 
alle forme d s', d s] . Due problemi {d s', U), \(y [7 + X) J j' , - — i|l 

si dicono trasformiri di Darboux se x, ^, y, S sono costand. Quantlo 
parliamo di rapporti metrici, traitando di un problema dinamico (_ds', XJ 
intcnderemo sempre di riterirci alia merrica defiiiita dalla forma ds', 
die, al solito, si indicheri con ^<indx^dx^. 

£ ora per noi importaote mettere tl teorctna di Painlev£ sotio 
una forma Icggermente diversa, dicendo: Due probUmi dimmici a due 
variabili P^ , P, sono trasformali di Darboux di probUmi P^ , P^ corri- 
spondtnii di i' spaie. 

Cili i infatti evidente sc P, = P, . Si ponga infatci P, = P^ , P^^P^- 
I problemi Pj , P^ (P, , PJ si possono considerare (sono) trasforman di 
Dardoux I'uno dell'altro, menire P, , P ossia P , P^ sono corrispon- 
denti di l" specie. Siano era distinti i problemi P, , P ossia, come pos- 
siamo senz'altro supporre, siano non simili gli elemeuti lioeari corrispon- 
denti che indicheremo con ds', lijj, Indicheremo con ds\ gli elemcDit 
lincari corrispondenri a P, . Essendo P, , P corrispondenti di i* spedc, 
avremo per ooti risultati del Prof. Dmi, che si potri porre 

dove /, , /, sono funzioni rispettivamente di x,, x, , Poichfe P ammeite 
P come trasformato di Darboux, csso, per definizione, anunetteri un 
potenziale U^ . Esprimendo che P, , P sono corrispondenti, si trova che 
anche P, t un problema conservativo, e che indicando con ^^ una fifli- 
zione di x^ , si ha : 



P. = [(/. -fd(.'i< -\-dxO. (/.], dove a. 






^J. 



tralasdando alcune inutili cosianti moltiplicative o additive. O, direto- 
mente, o usando delle formule di Viterbi, si trova potersi porre cbe 
P , trasformato di Darboux di P^, i 
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e che P, , trasformato di i* specie di P^ , fe 

Ora basta porre 

P, = [('^.-^;)(.dx\-\-dx':),U^], dove C;, = A^, 

aflEnchd il nostro teorema risulti evidente. 

Una trasformazione, che porti P, in P,, porteri ds] in ^^5* e 
(7, in m t/, -j- w (ky m, w costanti) : essa porteri quindi P in 

'.=[*("".+")■":' Forn;] 

trasformato di Darboux di P^ e perci6 anche di P^ (corrispondente di 
I* specie di P^). Ci6 che avviene anche nel caso precedente 

In particolare : Una trasformaT^ione infiniitsima X trasformante in st 
le traiettorie di un probkma P *), porta o lo stesso P o un problema P^ 
suo trasformato di Darboux in un problema P^ trasformato di Darboux 
di un problema P^ corrispondente di i* specie di P^ . Le pure trasforma- 
zioni di Darboux furono gii da me studiate nella Nota citata ; alia teoria 
delle trasformazioni infinitesime di i* specie per problemi a un numero 
qualunque di variabili 6 riservato il § 3 della presente Nota e, almeno 
per problemi non conservativi, bastano i risultati della mia citata Me- 
moria sui gruppi geodetici. Potremo dunque supporre P^y^P^z^P^, 
n problema P essendo un trasformato di Darboux t conservativo ; 
quindi anche P oppure P^ , suo trasformato per X, 6 un problema a 
potenziale. Poich^ poi nel nostro caso problemi corrispondenti sono da 
riguardarsi come identici, potremo per il precedente teorema limitarci a 
trovare quel problemi conservativi P, che una trasformazione infinitesima 

X = X^«^ — porta in un problema Q trasformato di Darboux di un 

problema P' corrispondente di i* specie di P. Indicheremo il problema 
P con (d5% [/). 



*) Nel presente paragrafo, parlando di un problema, intenderemo sempre « a due 
▼AriabOi*. 



GUI DO Fuai 



Gli elemend Imcan ds' , Uds' hanno per qiunto si i visto, i co- 
mune un sistcina ortogonale di UouviiXE, che assumcremo a sistemi 
coordinato di lioee .t, , x, . Potremo diunque porre : 



ds' = ('l.—^,){dx', -iixl). V. 






dove ^», C^'i) ^ fun-fione soltanto di x^(i= 1, 2), 11 piil gencnlc tipo 
di un probienu i" irasforroato di Darsoux di un corrispondcnw di 1' 
specie di P i: (ds^, V), dove 

, I ^ ^M. + 1) - %(.P^. + 1) 






(". *. P, H, 



nt). 



Esso ^ ingniiaiiiciile vicioo a P, soltaiuo se y — I, r — i, a — i,h, 
p, s sono iafinitesimc ; iiidicindo cou e una costantc inBiiiKsinia, con 
*► P> *i 1*1 "f ^ ilelli^ costana finitu i; ponenilo y — i = ex, r^=l-)-E3, 
a — I = ««, ^ = £[i, p ^ 11T, J — £5 si ha (trascuraiiilo Ic poKnie 
di t superioH alia prima) : 

<(>■ = ({., - +,)|[r+ .(in; - 2,.+, - «4.. + « _ j«)!J«; 

- [1 + .(P U - 1. + , - 21Et. + . - 3,.)]d,'j, 

Scrivendo che esso coincide col trasformato di P per X si ha : 



(0 



(J) 



i.r.-i.v. 



+ 2|i^ = |iU-a^+, -.+. + . 



£,'>:-£■<'; I .SI, 



t. -+. 



+ 2 



Sx 



= pu — .+, — zitt, + « 






x(y): 






£71 



5"'' + pf + "^4i^r|7-' + ''. 



dove le notazioni sono leggermente mutate. L'affroatare direttamcntc il 
problema avrebbe portato a equazioni compticatissime, che si ottengono 
eliminando le costanti a, % it, p, a dalle (i), (2), (3). Ora se non fosse 
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5—^ = ^-2- ^ o, la X porterebbe il sistema delle x, , x^ in un altro 

sistema di LiouviLLE per ^5*, Uds^. Perci6 quesd due elementi lineari 
sarebbero reciproci di uno stesso elemento lineare di rivoluzione a inte- 
grali quadradci : caso, questo, esaurito dalle ricerche general! di Kgenigs 
citate e da trascurarsi. Analogamente avverrebbe se vi fosse qualche 
altra trasformazione X^ (non puramente di Darboux) che non fosse 

del tipo X^iC^i)^ — • Potremo perci6 ridurci a studiare le soluzioni di 

(i), (2), (3) quando e E- = li(x^). E anzitutto notiamo che per P = o 
le (i), (2) diventano le formule a pag. 18 della mia Memoria citata 
sui gruppi geodetici : la X sarebbe per do geodetica per d 5* , caso gii noto 
c da trascurarsi. Se esisUssero due trasformazioni X, , X^ si vede tosto che 
per una loro conveniente combinaxjone lineare X, varrebbero formule ana- 
loghe alle (i), (2), dove si annulli la p. La X sarebbe geodeiica; e perci6 
basta limitarci alio studio del caso che esista una sola trasformazione 

X = Z-^iC^i)^ — ^ ^^^ s^ f^ 7^ o; in tal caso dalla (i), si trae che 

a X. 

non dipende da x^ e per simmetria neanche da x, ; e perci6 t una co- 
stante k. Sostituendo a (7 il suo valore e indicando con y una nuova 
costante, se ne trae : 

(4)- ^A\ + ^Vi — *i - {i?. — T = o (i = I, 2). 

Le (i), (2) dinno : 

(5) 2$; = - TTi};. + a — fc (t= I, 2). 
Sostituendo in (3), indicando t una nuova costante, si ha : 

(6) 5,9; = (p + *)?, — 7^9.4;. + (T^;. + T (i= I, 2). 

Note le 5; le (5) danno le 4^ *) e poich6 ^ i^z^ le (4) dinno le 
9 . . Basta soltanto che restino cosi soddisfatte le (6) ; sostituendo in (6) 
si ottiene cosi un'equazione alle derivate ordinarie per 5 ■ , la cui inte- 
grazione risolve il problema : ora osserviamo che, mutando le ^ . , 9. ri- 
spettivamente in mv|/. -j- «, ^9i + p-'l'i + ^ (^> w, X, jx, v costanti) non 
muta il problema P. Di queste costanti arbitrarie ci serviremo per fare 



^ Se infatti ic = o, la X sarebbe una sempUce trasformazione di Darboux. 

Mmi, Or*. Maim, P^Um; t. XVIfl (1904). _ Sump*" ^ " %^o '9<H. J9 



a. = k = y = o, {l = w= I. Lc (4), (j) diventano 

'!',- = — 2^1; ?i = liVi + V. 

e la (6) diventa 

(4 e.('e;e'; - 2E,o = p + lEautEa" - 'ix\ - "i.+'. 

dove i, a, t sono costanti. 11 nostro problema, esscndo cos) ricoaJonc 
aU'integraaone dclh (A), clie faci!im'ine si puii ridurrc al second'ofiliut, 
t risoluto. 



3. Mi occuper6 qui in geoerale dellc trasfonnazioni infinitesime X 
conservanti le traienorie Ji un problenia Jinamico (Jj' , X_) e lc geo- 
detiche di ds'. Per ^uanto do coincida con lo studio dei gruppi gw- 
detici, pure la quesdone per i problemi conservativi presenta qualchc 
difficollA, che si supcra con artifici di calcolo : irovercmo anche ilcme 
fonnule non prive di uiu certa eleganza, che cotnplecano in un punio 
i risultati del Prof. Levi-Civita *). Ricordando i risuloti a pag. 30zetc, 
della mia Meuiorij sui gruppi ycodctici, avTcmo che, posto -^==X''j~' 
sard (nel caso gciicrale) po&stbitc porre : 

(■) <i>" = Ziii;(+,-+,oi'''" (.=..^--) 



{') 



Bl, 



= »('>^*)l 1; 



.5, +;-£,+; 



+ 2 



ai, . 



i. + 1*.. 



dove <!', i funzione solo <li x. e I'apice in 1' e II' indica che / assume mm 

i valori i, 2 n eccerto il valorc i. Nel loc. cil. to lio integrsto le 

(l), {2) e [)erci6 posso immaginare note te S,, ^^. Mi basteri JeKrmi 
nare le X, o ci6 ch'6 lo stesso le X''' determinate dalle X, ^= X'^.r''^' i 
sia A''' -{• eX'"' citb che divetiuno le X" per X; sari 
W X'" + eX'»' = *[(■- '+,) . . ■ (I - '+.))' X'» (t = cost.) "> 
Ora X"'' si calcola tosto con le formule relative ai sistemi controvariinti 
accennate a pag. j della mia Memori;i teste citata; e si ha cosi dalle (1): 

I5,^(X'")-X"E: = -2«, + ■■ +4,. + i)X" (4 = coj.> 



*) Levi-Civita, SulU trasformaiicni, etc. Annali di Mat 

••) Levi-Civita, lot. cii. ; fonnule 8 (pig. 15) t 24 (pag (2), dove allc t, q" 
si sosliluisca 1 — t-^i , [e ci6, percht appunto con questa so&dtuiione si passi i^ 
forma generale (d.iii dal Prof. Levi-Civita) di due dementi lineari conisponiJoi'' 
ag!i dementi ds' , ds' + »X(ij')J- 
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Per ogni vaiore di i si ha un'equazione (o piil equazioni, se si consi- 
derano contemporaneamente piu trasformazioni X), che, integrata, ci di 
la X*** corrispondente. La ricerca generale h cosi finita. Noi ci propo- 
uiamo per6 ora di cercare i problemi conservativi, che ammettono una 
delle nostre trasformazioni X; vogliamo a tal fine trovare anzitutto 
quando due problemi dinamici (t/5% C7), {ds\y F) sono corrispondenti 
di I* specie. Dovendo ds^ y ds\ essere geodericamente applicabili avremo 
(Levi-Civita, loc. cit.) 



(3) 



(j = I, 2, ... n), 



dove ^,. 6 funzione solo di x. . Si deve integrare il sistema delle (3). 
Dalle (3) si ha come condizioni di integrabiliti : 

II sistema della (4) t illimitatamente integrabile. Indicando con t^ 
delle funzioni arbitrarie di x, io dico che 



(5) ^=Iim^ 



li^^ - i) 



I 



I I. Y, ... 4-r ^. 
I 'I', '1': . . . 'I'r' T, 



.,. F=y-ii- 5iir 



i) 



I 

T 



I +, 'I': . . . '^ 
+. • • • ^r' f . 

i •.•4'r T. 






-j- costante 



(dove con A indicheremo il discriminante delle ij^.) i la soluzione gene- 
rale di (3). £ infatti tosto chiaro che (5), (6) soddisfano a (3). Basteri 
perci6 dimostrare che (5) 6 la soluzione generale del sistema (4) ossia 
che, scegliendo convenientemente le t, si possono far prendere a U valori 
prefissati a piacere lungo le n linee coordinate uscenti da un punto ge- 
nerico A, G6 che h senz'altro visibile ; anzi si vede tosto che si possono 
ancora dare a piacere in A i valori di « w — i » delle t. Questa inde- 
terminazione risulta a priori da (7) ; a una stessa funzione U corrispon- 

dono infiniti sistemi di funzioni t; infatti il mutare t in '^ + ^Pt^'* 

(Pi costante) non muta la (7; nodamo ancora che dato un problema, 



)0B CUIDO PDBItll. 

esso noQ vam mut^indo la U ia a m U -\- n » (m, ft, cosnnd); quindi 
i! porre « f , -(- ^ f*i4't (."> ft =^ cost.) al posto di t_ non muta il nosiro 
probWia ; cosi pure com'^ evideiiie, esso non muta ponendo m^. + s 
al posto Ji J'i('w, 1 costanti). Ann, fissato il problcma the si consider!, 
quesu i Tunica iiideterminazionc possibilc per \e r e \e ^. Lf (j) ( k 
(fi) Jormami U compienunlo antiuti\iaW alk fornuiU del Prof. LEvi-CiviTi. 

Suppoaiamo ora che (d s', U) amnictia la X ^ ^ ;, 3 — come traifoinU' 

rioue di i* specie. Varraimo intanto le (2) clie (cfr. la mia Mcniom 
dtata, loc. cit.) si ottengono identificando ds' -\- £ A'(di') con di', (dow 
si ponga I — 'li 3I posto di <!f^). 

Dovremo ora solo identificare U -\- zX{U^ con la F delinici diUc 
(3), (6) dove si fiicda un cambiamcnto analogo e si ponga w t -f- ^ |l,ijil 
al posto di T^ . Avrcmo cosi : 

u + .xm^Zi-. + lM')'-^^^. 

che scriveremo: 



(7) u + .X(.U) = -^ 

dove 



4", '!'!■■• 'i'T"' ^'i 



■^. ■ ■ ■ K" *'. 



Si riconosce tosto che i termini {iji)/! per k ^= 0, i, . . . , n — 3 dinoo 
un contributo nullo e se ne puu perci6 prescindere. Esprimendo poi cbc 
(5), (7) sono infinitamente vicini si trova che oc — i, fJ^^ sono iofini- 
tesimi. Porremo quindi a. := i -\- ta, p, , = eb, [i^^ = c, dove a, i,i 
sono cosianti; e trascurando potenze di e superiori alia prima a trae 
potersi porre nella (7) : 






donde trarremo : 



x((/) = - 



♦, +; ■ 



+. t: ■ • • tr" '. 
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dove 

Calcolando direttamente X((7) si ha: 

Ora dalle (2) si ha (cfr. la mia Memoria citata, loc. cit.) che : 

dove h 6 una costante determinata da X. Quindi 6 : 



dove 



■— 1 



I 'I'. • • • +:"' »». 

M, = 5,t; - T,[xi + (" - 2)i + fe] • 

Confrontando i due valori di X(f7) si ha: 

o 

(dove le Cj^ sono quandti per ora indeterminate) ossia: 

Posto b -{- c = c^_^ e posto a in luogo di a + ^> ^n-i "^ luogo di 
c«_a — ^X4'r> si trae: 
(8) i,T\ = T,[a + (n - 1)4^,] + "^0,^1 

dove t:^, 6 costante. lo dico che anche c^ , . . . , c^_^ sono costanti. 
Infatti, essendo 5,, f";, 4^, funzioni della sola x^ ed essendo c^_, co- 

stante, sari^c.^) funzione della sola x, e quindi 
(9) 






per / = I, 2, . . . , ; — I, ; + I, . . . , «. 

La (9) considerata come equazione di grado n — 2 in 4^^ ammette 
perdd « n — i » radici distinte ; essa h quindi un'identiti. Tutte le .« c » 

dunque costanti (essendo ^-^ = o per ogni valore di ik, f). 



sono 



dxy 
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Note dunque le 5,, ^a le (8), dove alle c si diano valori cosunti 
qualunque, riducono la ricerca delle t a risoluzioni di equazioni alle de- 
rivate ordinarie del prim'ordine, ossia a sole quadrature. Le costantiar- 
bitrarie che vi figurano si potrebbero in parte togliere per il fatto chc 
a uno stesso problema dinamico corrispondono infiniti sistemi di fun- 
zioni T. La ricerca dei problemi corrispondenti di i* specie, e delle tra- 
sformazioni infinitesime di i* specie £ cosi esaurita: le ricerche analoghe 
per i problemi corrispondenti di 2* specie e le trasformazioni infinitesime 
di 2* specie hanno finora resistito a tutti i miei sforzi. 



Catania, giugno 1904. 



GUIDO FUBINI. 



SULLA DEFORMAZIONE DEL SUOLO ELASTICO ISOTROPO. 

Nota di Luoiano Orlando, in Messina. 



Adunanza del la giugno 1904. 



n problema della deformazione di un solido omogeneo ed isotropo, 
limitato da un piano indefinito, ^ scato con molta eleganza trattato da 
illustri Professori, dei quali io qui non voglio nh saprei forse degnamente 
riassumere le idee; tuttavia proporr6 un altro metodo, sperando che la 
sua breviti e possibiliti d*estensione ad altri corpi ne rendano ragionevole 
I'esposizione. 

Denotino, dunque, x e y due assi ortogonali tracciati sul piano li- 
mite, e :( il terzo asse, ortogonale coi due primi e positivo verso Tinterno 
del solido. II punto Af, , di coordinate x, , j^, , :(, rispetto a questi assi, 
rappresenti un polo fisso neirinterno del solido, ed M un punto variabile, 
la distanza del quale da M, si chianii r. Siano x, y^ ;( le coordinate di Af . 

Quando sono verificate alcune condizioni all'lnfinito, suUe quali non 
insisteremo, il valore di una funzione 9, regolare nel semispazio e tale 
che ivi sia A^<p = o, pu6 determinarsi nel punto M, in funzione dei 
valori al contorno di 9; e a ci6 vale la formula 



(0 






dove Tintegrazione 6 fatta in da z= dx dy, ed 6 estesa a tutto il piano 
infinito <7. 

Se al contorno fossero invece assegnati, compatibilmente con una 

nota condizione, i valori di -j^, o, come h la stessa cosa, i valori di 

aft 



(0 



?('..y,.i,) = -^f\ 



dl r 



Ora noi supponiamo che il seniispazio si assoggetti a un'effemTi 
defonnaaoQe, e chiamercrao u, f, w le componenii di spostameoio 
secondo i ire assi x, y, ^, c poi L, At, X le componena di lensJone 
secondo i medesimi assi. 

Supporremo scinpre nulle le forzc di massa ; e, per fare im primo 
«so, riterrenio note le tensioni supcrficiali. Le quantitd X, M, ifsannno, 
dunquc, note al contorno. 

L'equazioae ^J 

dL .dM dJV _ H 

dx "*" a:v "*" a^ -°' ^ 

valevole qualunque sia la posizione che M, di coordinate x, y, i^, occnpa 
iiel semispaitio, vale anche L|kiando M tenda al piaao che oc cosmuiscc 
il contorno ; e, conienendo la ^~ , noii e una rebzionc fra i dati super- 

fidaU. Ora il biuonuo 

dL dM 



i, nel ( 



dx ^ dy 
I lie! qunle ci niettiaiiio, una quamiti nota, percio di JVi-noio 



lion soltanto il valore in ogiii punto del contorno, ma anche, nd me- 



desimi punti, il valore di 



dn 



^— . Teiiendo ancora presente che If i 
funzione blarmonica, ponianio 

dz ' 



(3) 



Xix, y, O ^ 



^vC^t. >. ^) + t- 

:^) sono t'unzioni regolari nel seniispaao, i 



dove 9 (a, y, ^ ')'(■ 
tali die ivi si abbia 

-^X^. y, = i'K^. y. = o. 

Non sard difficile determinare le due lunzioiii f e 4'- Se M va al c 
torno, la (3) diventa 

JV(a:, y, o) = <:f{x,y, o); 
ma ^ nota 2V(x, y, 0), dunque, per la (i), otteniamo 



■P(«,. >.. \,)- 
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Derivaado, poi^ la (3), oneniamo quest'altra condizione superficiale 

djr d . ... 

onde si trae, per la (2), 

Sosdtuendo a 9 (a;,, y,, ;(,) il valore dianzi determinato, e ricavando 
K*i> >•> ^i). oneniamo 

Ora la (3) si pu6, dunque, scrivere 

Noi ammettiamo qui senz'altro che i dati verifichino alcune necessarie 
condizioni inerend all'infinita escensione del piano al quale si Integra. 
Queste condizioni, o almeno condizioni sufficiend, potrebbero stabilirsi, 
inveccy esplicitaniente in principio, ma ci6 non ha in generale un grande 
vantaggio, ed esce, peraltro, dal nostro breve programma. 

La nota formula 

(5) ^(.x, 3^, = — ^H^> y* — ^v-j^ > 

dove X e (X. rappresentano le due costand stadche del mezzo elasdco, e 
denota la dilatazione cubica della pardcella che qui intornia M, mostra 
che possiamo scrivere 

e, per la (4), 

£ facile accorgersi che si pu6 anche scrivere 

2ir(i a?, J a^V r / 

Poi, per lequazione 

che £ la terza equazione d'equilibrio, si ricava con facili osservazioni 

I. PmUrm0, t. XVIII (1904). — Sum fwto il i^ agotto 1904. 40 



A'tu = 



tCCIAMO atLAVDO 



Ora noi mostreremo come quesa formula, che pu6, piti disiesamente, 
scfiversi nel seguente modo ; 

concordi coUa formula cb^ica 

Pcrtiib osserveremo che I'uiiegrale 

csteso 2 tutto il piano o, pu6 spezzarsi in due altri, estesi rispetiivametue 
a ognuno dci due seuiipbni, che I'^tsse dclle x, da uaa part? e daii'altn, 
delimica. Con una oota trasfornuzione, questi due integraii si riconoscoDO 
nuUi. NuUo risutca auche 

in niodo analogo; duD<^ije si ottiene 






ed h, cosl, chiaro die le due espressioni di "(.v, , ji, , ^,) coincidono. 

Conosciuta che sia ^i{x,, y,, ^,), la (5) fa conoscere 3— in ogni 
punto. Per le m, v ricorreremo alle equazioni 

.811. 



«! 



le quali, nota che sia w, forniscono subito i valori superficiali di 

di ^, che basteranno, colle i'w, A'*', ricavate dalle equazioni dV 

quilibrio, per risolvere, senz'altra ficerca, il prohlema di detcnninare 



Ora noi supponianio che delb stessa deformazione si conoscano 
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superficie le componenti te, v, JV] La (5) pu6 scriversi 

Al contorno sono note tutte le quantiti che figurano in quest'equazione, 

tranne -^- . Ricavando quest'incognita, e aggiungendone il valore alia 

quandd 

du . dv 

si ottiene al contorno, 

''(*' >' °) = Mr^[-^(^' >' °) + 'Kl^ "^if)]' 

e poi subito 



14 



(8) < , * 

, ___f^___ n^ i^\_z.j 

Per fare un terzo caso, supporremo che i dati siano X, M, w. 
Dalla (5) avremo 

dN_ ae B'w 

Aggiungendo a sinistra e a destra il termine noto 

a^+a/)' 

oneniamo, tenuto conto della terza equazione d'equilibrio, 

ae _ I p ajy _ /a^ , £w\"| 
a^~5i + 2(iiL5^ ^f^Vajc' "*" a/jj' 

valida, al contorno, e poi subito 

ft/' >._ I /"i^^ 

n«..3'..W- 2„(>_|_2(ii)j a:C r 

[^ r/a'w a'wXfjq 

Questi due casi sono stati distesatnente trattati dal Dr. Moranoi in 
una recente Nota *). Ora noi sommerenio la (8) e la (9). Risulta 



•^ Annsifi di Mafematicii. too^. 



Ma la (6) put scriversi 
e pecci6 si ricava 



»(«,■>,. o 



(10) 



t 






La (lo) conricnc soltatito quanriti the souo conosciute quandosiano 
conosciute in 'superficic le componenti u, r, w, cd aiiche in questo ciso 
possiamo, dunqiie, dire d'aver risoluto il problcma de!b dcfornmone, 

Noi possiamo dimostrare che anche la (lo) coincide coU'cspressione 
classics che suol darsi della 0(a:, , y,, ^,) in questo caso. Quaoto all'in- 
tegrale 



/f 






si fa presto, col metodo dlanzi adoperato, a dame Pesprcssiooe 

d_ IJf_ f udu _d_ rvda\ 

dlAdxJ r -^dyj r ) 
Per I'altra parte della (lo), h riduzione i un po' meno semplia, 
ma analoga. Si ha intanto 



dunque 



/5 



/d'wdd 
dx' r ■ 



Poi ancora abbiamo 
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cio6 



/d'wd<J I r , 



La derivazione rispetto a x pu6 sosdtuirsi, com'^ evidente, con una de- 
rivaaone rispetto a x, . In modo analogo si trova 






E avremo, osservando che 6 A* — una quantiti nulla, la seguente for- 



mula 






Con ci6 la (lo) assume Taspetto che suole generalmente esser noto, 
ciod diventa 



_ /_d_ r ud(s _d^ r vd(s . _d__ r wdG \ 
AdxJ r "^dyj r '^ d^, J r )' 



7C X+3fid;(, 

Noi non conduciamo il calcolo fino alle ultima formula risolutiva, 
parchd t notissimo il modo nal quale bisogna continuara. 

Messina, lo giugno 1904. 

Luciano Orlando. 



SUGLI INTEGRALI MULTIPLl hN GENERALE, E SU QUELU 
CHE VALGOXU PER LA R,\PPRESENTAZ10N'E AXALITICA 
DELLE FUNZIUNI 1)1 PIU VARI.\B1LI REALl *)• 



Mcmoria di Ulisse Dini, in Pisa. 



1, Preiidiamo a considcrare riotcgrale muldplo 

//•■•//(«,,«., ••.'.)j», ■'».■■■<'». 

esieso ad ua campo Can dinieiisioni nel ^iupposio che la fuiuioiie 
/(*, , X, , ,,, X,) sia atta all'iategrazione in t^uesto campo, pure pottndo 
not! essere sompre finita; e intendendo che I'inttgrale sia definite ne! 
senso ordinario di Riemann (estendendo cio^ la definizione di Riemann 
rebtiva agli integrali definici semplici), per modo quindi da potersi sem- 
pre ridurre ad n incegrazioni semplici opportunamente limiiate e rela- 
tive alle variabili x^, x^, ... x_, da farsi snccessivamente. 

Allora, quando soito I'integrale iiivece di f(x, , x^, ... x^) compa- 
risca il prodotto di due funzioiii /(jc, , x^, ... xj, f(jc,, x^, ... j.) 
entrambe integrabili in ogni porzione del campo C insieme al lore pro- 
dono, e delle quali p. es. la secoiida <f(x^,x^,... jc,) possa anche Qon 
essere senipre finita, ma non cangi mai di segno in C, e la prima 



I 

i 



*) Questi studi, colic ipplicazlani che mi liservo di pubblic3,rL' in allra txaiiox, 
dewono principalmente servire a complotarc e estendere i risuitaa da me espoiti nd 
mio libro Sulla serie di Fourier i altre Tapprtstntajioni aiuililiclit ilclU fun^umi ii 
variabili reali (Pisa, Nistri, 1880), riprodotto dil vol. XVII degli Anoali de!!c Uni- 
versild Toscane, nei quali si irovano anche altri capitoli, sulla cotiitrgerna it upii 
grado, sulla iatigra^iont ptr serie, etc., degli sviluppi che ienoao a quelle r 
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/(x, , Xj , . . . xj sia sempre finita, e / e i siano i suoi limiti inferiore 
e superiore in quel campo, coi process! stessi che si usano pel caso 
degli integrali semplici si troveri che I'integrale considerato 6 compreso 
fra i due 



I j ... /?(^,, ^a> ••• O^^i^^a ••• ^ 



^n 



per modo che si avr4 subito la formola nota seguente 

/ / ... //(x,, X,, ... xj<p(x,, X,, ... xjdx,dx, ... iix^ 

nella quale / indica un numero compreso fra / e i, che nel caso di 
/(Aj , Xj , ... x^) conrinua in tutto C corrisponderi a un valore 
/(^i > ^2 > • • • ^n) ^^ fi^i > -^2 > • • . ^«) i" ^" punto determinato 

(5., $2> ••• U ^i C- 

Questa formola (i) ^ quella che estende agli integrali mulripli la 

prima formola del valor medio che si ha per gli integrali semplici. 

2. Supponendo poi che la funzione 9 (x, , x^ , ... x„) possa cam- 
biare di segno (anche un numero infinito di volte) nel campo C, ma 
sia sempre finita e non superi mai in valore assoluto un certo numero 
9^, allora potremo applicare la formola precedente (i) al caso in cui 
invece della funzione 9 sotto Tintegrale comparisca Taltra sempre posi- 
tiva o nulla 9 + 90; e cos) si giungerd subito alia formola seguente 

/ / ... //(x,, X,, ... xj9(x,, X,, ... xjdx,dx, ... d 
(2) {^ ^ ^ "^ 

che nel caso attuale potri tenere il posto della (i), e nella quale 6 6 un 
numero compreso fra — i e i, Z) 6 Toscillazione L — / di /(x, , x,, ... xj 

nel campo d'integrazione Cy t A t Tiritegrale j j ... I dx^dx^...dx^ 

esteso a C (volume di C). 

5. La fonnola (t) ^ ^ una estensione di quella 

di Dauoux rdathra ilesse. 



^n 



I S S B D 1 M 1. 



Animettendo infatti che le funzioni /(jr, , x^ , ... x,) e 9(1, , j:,, ... JtJ 
siano una o anche ambcdue complesse e imegrabili iDsieme ai loro mo- 
duli I/) e [fl, e la prima di esse sia anche sempre fiaiia ; e indicando 
con / i'iDiegralc 

// ■•■ P'-'- ' '■'''^'■' '■■ •■■ '•'>'^''''- ■■■ ''■• 

oel ijuale intenderemo che le successive integrazioni st facctaao scmpt: 
Del senso cresceoie delle variabili, si avrJi evidenieineate 

moiil^ff ... f\j]k\dx,dx^ ... dx„ 
e quindi 

modl^\J\ff ... f\^\dx,dx, ... dx,, 

essendo |/| uii nuniero comprcso fra i limiti inferiore e superiore di (/) 
nel dinpo C d'integrazione. 

Indicando dunque con ti, tin numero posidvo non superiore ad uno, 
potremo solvere 

mod/^n.lJl /" /" ... f\y\dx,dx, ... dx„ 

« di qui se (0 e I'argomento di 1 avremo ia formola s^uente 

che estende appunto ad un campo C qualsiasi di « dimeDsioni quelladi 
Darboux anche pel caso che /(a,, x^, ... aJ sia disconttDua in que- 
sto campo. 

Se poi /(j:, , Xj , ... ;ir„) sari conrinua, indicando con 8 il suo 
argomento in uno dei punti (x, , x^, ... x^ nel quale U suo modulo 
ha il valore |/|, siccome si avri anche evideniemente 

l = r,,t<"^'fCx,,li., ... '.)] j ■■■ f\<>\i'.i'. ■■■ ''.. 
potremo scrivere, precisamente come nella formola di Darboux, 
I ^tifix., x^, ...x^) f f ... j'\'f}dx,dx, ... dx,, 
essendo :ri un numero complesso it cm modulo non supeia I'uiud. 



4. Per gli integrali mulripli poi si possono anche trovare fonnole 
simili a quella data dal Du 601s Reymond per gli integrali semplici, e 
conosciuta ordinariamente col nome di secoiida formola del valor medio. 
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Per trovarle, s'indichino con a, , a, , . . . a^ i limit! inferiori, e con 
it9 b^f • ' • b^ i iimid superiori dei successivi integrali che figurano nel- 
Tintegrale / che si considera, per modo doh da avere 

' dxj dx^... d x^^^ / /(x, , X, , ... X J<p(x, , X, , ... X Jdx, , 

senza esciudere che i iimiti a. e ^. di ciascun integrale / dx^ possano 



t-.i 



anche non essere costanti, e dipendano invece dalle variabili x, , x, , ... x^ 
d'integrazione degli integrali da calcolarsi dopo ; e intendendo anche che 
il campo C d'integrazione sia tale che ogni integrale semplice venga ad 
essere un integrale definite ordinario ; ci6 che, nel caso di 2 o di 3 va- 
riabili X,, x^, Xj corrispondenti ad assi cartesiani ortogonali, equivale a 
supporre che la linea o la superficie che limita il campo sia incontrata 
soltanto in due punti dalle rette parallele ai vari assi *). 

Supponendo ora che nel campo C d'integrazione la funzione 
/(^i > ^a > • • • x^ P^ ^S^i sistema di valori spedali che si diano alle 
n — I variabili x, , x^ , ... x^_, risulti una funzione della variabile x^ 
che, mentre x^ vi da a^ tl b^y varia sempre in un senso (crescente o 
decrescente) o resta invariata, allora per il ricordato teorema di Du Bois 
Reymond avremo 

/(x,, X,, ... xj9dx. 



/ 



quando s'indichi con $^ un valore speciale di x^ fra a^ e b^ (che potri 
anche evidentemente dipendere dalle altre variabili x, , x, , ... x^,) e 

s'indichi in generale con /f^ Tintegrale / <p(x, , x,, ... x^dx^ **); 



*) Si potrebbero ammettere anche altre forme pel campo C, sia considerando 
allora ogm integrale semplice come somma di pid integrali, sia supponendo la fun- 
none /(x, , x^, ... x^) continuata anche fuori di C con valori sempre nulH; ma nd 
prime caso ie considerazioni che seguono si compHcherebbero assai, e nel secondo caso 
qMBSSO noQ risuherebbero soddisfatte le condizioni di crescenza o decrescenza che poi 
rt wipongonp per k funzione f(jr,, x^, ... x.). 

**) Pnpriiiiiaite per comprendere il caso delle discontinuitik (che saranno soltanto 

4fi scrivere /(x„ x„ ... x^_,, aj e /(x„ x,, ... x^,, h^ 

'V — SumpAto il 10 agMto 1904. 41 






quindi, sostituendo si tioveri intaiito 

'=/'/'■/'/'■■■■ C'^^'- 

e se M ricorJa il processo die si tiene per !a dimostrazioiie della for- 
mola del Du Bois Reimond, c si ticii coiito delta circosauza che pet 
le Dostre ipotesi le funzioni /(ar, , x^ , ... x,_j , «_) e /(x, , x, , ... x,^ , *J 
sono atte alia integrazione nei campi C, e Ct, aw — i dimeiisioni, che 
vengono da C col farvi jc, =; a, o x^ ^ b^, si poiri senz'altro affer- 
mare che aache le funzioni /^' e /''j sodo atte alia integrazione no 
campi di w — i variabili che ora devono considerarsi '). 



iciivcre lira/(x,, t 



x.)elimJC*,.*.. 



UilH 



imti (che ceito csbteranno per le ipotai >:he abtnamo fatto SU /) inimdendoH prei 
il pfimg t desira e il iccundu a sinistra, o vkevcrsa ieeondochi «,<*, o ii.>i,. 
Per ^nnplidtii di scriitvira ora e nd paragraji segucnri scriverenia sempre le tuaat 
fonnole come abbianio liatto, dot came se a (asx seinpre nd caso delk coatimiici. 
convenendo pert una volta per tutte che se vi saraituo discoctinuili dovremo inKn- 
dcre che le quantity corrispondenti rajipresentino appunta i Jetti limiri. 

*) Nel mio libro rifordato sopia [Sulla strit di Fouhieh, etc. (pJg. i6}] U di- 
e della formola dl Du Bois Revmohd 

J'j(,tfi,)ix =/(.)^,(,)J. +/(t)J'',(<)J,, 

Eio di quella di Bonnet 

so che f{x) hi aeb sii posidva e noa cresca, e deU'alna pure di Bonnit 

SO che /(x) fra a e t sia posiiiva e non decresca, applicando dot li 
prima di queste formole alia funiione /(t) — /(i) nel caso delle funzioni f(x) noa 
deaescenti fra a e i, e la seconda alia funiionc /(a) — /(i) nel caso delle fumioiii 
fix) non crescent! fta a e b. 

Ora se In queste formole di Bonnet le /(i) e f(x) oltre alia « contengooo 
altre variabili j', ^, u, . . . , e se esse sono aite alia integrarione nel campo al <(iiik 
quelle variabili x, y, i, u, . . . corrispondono, i certo che nei rispettivi casi sanono 
pure alte alia integraaone rispetto alle variabili y, ^, u, . . . le funiioiii /(ii) e f(i) t 

rintegrale / /(x)iji(x)dx ; e per questo e perch* nelle due fomiolc di Bonnet k 



relativa a I 
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Supponendo dunque ora che, nei rispettivi campi C«^ e Ct^ di n — i 
dimensioni ora indicati, ciascuna delle funzioni /(x, , x^ , ... jc^, , a^), 

/(*! > *a > • • • -^ii-i > ^11) P^^^ og^i sistema di valor i speciali che si diano 
alle variabiii jc, , jc,, ... x^ , risulti una funzione della variabile x , che 
varia sempre in un senso o resta invariata quando x^_^ va da a^, a 
b^^ y pocremo applicare ancora la formola di Du Bois Reymond ai due 
integrali 



£ 



r 






con che ciascuno di questi integrali si spezzerii nella somma di due 

•ll-I 

__ nrn—t 

e 

imendendo che 5. , e $' , siano valori intennedii fra a , e i». . ; 
a. e b^ siano ci6 che divengono a^ e i^ (che potranno contenere ie 

variabiii jc, , x^ , ... x^,) quando vi si fa x^^, =r a^^^ ; ^ a^ e ^^ siano 
ci6 che divengono le stesse a^ e b^ quando vi si fa invece jc^_, = ^^, . 



/(a) e f(h) sono diverse da zero risulteranno atte alia integrazione rispetto alle indi- 
cate variabiii y, :^, u, ... anche gli integrali f f(x)<2x, / (f(x)dx che figurano 

nelle stesse formole ; e ora tenuto conto di questo e del processo che, come dicemmo, 
si segue per dedurre la formola di Du Bois Reymond da quelle di Bonnet, si con- 
clude snbito che anche gli integrali / f (x)iix e / ^(jc)dx che figurano nella for- 
mola di Du Bois Rbtmond sono & ^ne rispetto alle variabiii 

^9 Xf *f • • • • 



$H ULISSB DIHL 



Quindi, indicando in generale con /f.,^> -^I?.,^ gli integrali / /fr ^^.-,> 



avremo 



e talvolta alcuni di quesd termini potranno anche riunirsi in un sob, 
come avverrebbe ad es. dei due primi quando a. e / non contenes- 
scro x^_j . 

Cosi condnuando successivamente, si vede che / si spezzeri in una 
somma di termini, che saranno tutt'al piii in numero di 2*, dascuno 
della forma 

e nci quali gli integrali sono tutti estesi soltanto a porzioni di C\ per 
modo che si avri 

(3)/=^/(a,,a,,...a^,,ajyy -. J ^i^^y x^, ... xjdx,dx^...dx^, 

dove in generale a, indica Testremo a, o Testremo b^ ridotto costante 
in iorza delle sosdtuzioni successive che sopra si facevano, e in pgoi 
tcrmiiie, \\ es., Tintegrale semplice relativo ad x^ i esteso fra i limiti 
a, c ;. o iVa i due $, e t, secondochi a^ , salvo le sostituzioni testi 
indicate, corrisponde a a. o a ^, , essendo al solito ^^ un valore com- 

preso fra a^ e b^ che t lo stesso nd due int^rali / ^ I t ^ 

modo che la somnu degli int^roli muldpli che compariscono nella nostra 
formoLi cosdtuisce Tintegrole / / ... I 9(jr,,x^,...xjdx,dx, ... (ix, 

esteso a tutto il compo primidvo d'integrazione C. 

Quesu formola evidentemente pu6 riguardarsi come una estensiooe 
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agli integrali multipli per un numero qualunque di variabili di quella 
data da Du Bois Rbymond pel secondo valor medio per gli integrali sem- 
plici quando siano soddisfatte le varie condizioni poste sopra successiva- 
mente per la crescenza o decrescenza di /(x, , x^, ... jcj. 

5. In particolare, nel caso che i limiti degli int^rali che figurano 
in / siano costanti, i valori di a, , a^ , . . . a^ non sono che quesd limiti 
senz'altro; e quindi, sen = 2o« = 3, i valori di /(a, , a J, o/(a, , a^ , a^) 
sono i valori di / nei vertici del rettangolo o del parallelepipedo che 
limitano il campo primitivo d'integrazione C; q se, introducendo le no- 
tazioni ordinarie delle coordinate cartesiane si ha jc, = x, x^z= y per 
If = 42, e X, = X, JC^ = >, x^ = x. ?^^ « = 3> allora per n = 2 le con- 
dizioni relative ad / sono di variare sempre in un senso o restare inva- 
riata quando ci si muove entro il rettangolo C lungo ciascuna verticale 
(le verticali estreme incluse), e quando ci si muove lungo i due lati 
orizzontaU (inferiore e superiore) del rettangolo ; e per » := 3 le condi- 
zioni corrispondenti per / sono di variare sempre in un senso o restare 
invariata quando essendo nel parallelepipedo C ci si muove lungo cia- 
scuna verticale e quando essendo suUe due faccie orizzontali ci si muove 
lungo ciascuna verticale (retta parallela alPasse y)y o ci si muove lungo 
i lati paralleli all'asse x. Avremo cio^ la formola seguente 

dxj <f(x,y)dy+f(_b,c)J dxj ^(x,y)dy 

+f(.'i,'Of' r<f(x,y)dy+md) fdx f\(x,y)dy, 

quando /(x, ^) varia sempre in un senso o resta invariata tanto moven- 
dosi lungo le verticali x = cost, nel rettangolo i cui vertici sono nei 
punti (a, c), (A, c), (a, d)y (i, d)^ quanto movendosi lungo i lati oriz- 
zontali che riuniscono i due primi vertici e i due secondi vertici di questo 
rettangolo; e una formola simile con otto termini Tavremo nel caso 
degli integrali tripli estesi a un parallelipedo. 

E nel caso degli integrali doppii estesi ad un area piana limitata da 
due curve continue (o da una che si puo intendere spezzata in due) 
iooontnue ciascuna una volta sola dalle verticali, e che si riuniscono 

Mfttcali tttromfl x := a, e x = ^, se ammettiamo che quella inferiore 



avrenio 



nb6b |H.-r l^]u.^zione _v ^= } {x) e quelh superiore abbu per equazionc 
y ^r. (jr), c per modo chc sia 4' i") ^ '"(fiX e ^{b') ^ tz (i), e 

o anchc 

dove S e E, sono numeri de[erminaci compresi fra a e b, e ti (x) ^ ua 
fuQzione che per ogni valore di ,1: ^ compresa fra '^{x) e 5t(x), p^ 
modo che per x^aex = ftsiha 

e s'intende ora che /(x, y) varii sempre iiello sksso senso o resti inn- 
riata lungo tutlt; le verocali nel campo d'int^razione, e si intende pure 
che varii sempre in un senso o rcsn invariaia lungo ciascuna delle due 
parii del contorno inferiore e superiore considerate separatamente. 

6. Li; formole precedent! possono, come gii dicemmo, considerirfl 
come una estensione ddla seconda formola del valor medio data dalDti 
Bois Revmo^jd per gli integrali semplici ; tna esse sono di questa assai piil 
complicate sia pel numero del termini che presentano, sia pel s^m^aia 
che iianno le quantiti die moltiplicano i varii integrali. 

Ponendo pero certe condizioni speciaH per la funzione /(ar, , at, , ... xj 
6 facile anclie di estenderc puramente e scmplicemente la formola dd 
Du Bo[s Revmond, conii; anclie quelle di Bonnet, senza andare incontio 
alle indicate complicazioni. 

Consideriamo perciu dapprima il caso degli integrali doppii, e am- 
inettianio al solito die il contorno che limita il campo C d'iniegraiioiK 
sia tale che le rene parallele a uno degli assi coordinati, p. es. a qudlo 
deile y, che non fanno parte del contorno stesso, lo incoatrino stio 
in due punti, I'uno cio^ sulla parte inferiore Cf e Taltro sulla parte so- 
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periore c, , e supponiamo che la funzioiie /(x, y) sulle verticali varii 
sempre in un senso che sia lo stesso per tutte, o rimanga invariata, e 
varii pure in uno stesso senso o rimanga invariata su ciascuna delle due 
parti inferiore e superiore c. e c, del contorno, considerate separatamente ; 
allora sari facile vedere che la formola di Du Bois Reymond si esten- 
der4 completamente, perch^ sard 

^x / f(x, y)f(x, y)dy 

dove C, h una porzione del campo d'integrazione Cy e f^ c /, sono 
rispettivamente i limiti superiore e inferiore o il massimo e minimo 
della funzione /(x, y^ nel campo C [che evidentemente sono al tempo 
stesso i limiti superiore o inferiore o massimo e minimo della funzione 
/(x, y) sul contorno]. E nel caso che /(x, y') prenda eflfettivamente 
questi valori massimo e minimo /^ e /, , allora al campo C, apparterri 
(sul contorno) il punto di minimo e al campo rimanente C — C, ap- 
parterri quello di massimo, mentre nel caso generate apparterranno a 
C, e C — C, rispettivamente i punti (del contorno) neirintorno dei 
quali /(x, }^) ha il limite inferiore /, o il limite superiore f^ . 

La dimostrazione della formola precedente si fa precisamente come 
nel caso degli integrali semplici, partendo cio^ da quelle di Bonnet rela- 
tive a questi integrali. 

Osserviamo perci6 quando ci si limiti a supporre /(x, y^ sempre 
posiiiva in C, con due successive applicazioni delle formole di Bonnet 
si hanno le quattro formole seguenti: 

CA) I = f[a, K«)] f^dx r\(x, y)dy 

pel caso di /(x, y) non crescente sulle verticali, e non crescente sul 
contorno inferiore c. ; 

(B) /=/[^ K*)] ^ i^ r\(=^, y)'iy 

pel caso di /(jc, y) non crescente sulle verticali, e non decrescente sul 
contorno inferiore c- ; 

(C) /=/[^> ^W] f dx r\(x, y)dy 

pel caso di /(jc, ^) non decrescente sulle verticali, e non crescente sul 
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contomo superiore f, ; 

pel caso di y (jr, jr) iion decrescontc sulle verticali, e noQ decresceott sd 
contomo supcriorc i\; iicLc quali formole, ■i)(.v) indka, come ntl [mh- 
pral'o prccedenie, una funzione die per ogni valorc di x fra<j, JiOKB- 
prcsa fra ■^{x) c s(x). Queste forniole incmlo estctidono quelle di Bovnbt 
agii integral! doppU |>ci varii casi chc si possono presenure qiiando/(x,j) 
i semprc iwsicivn cntro C e soddisfa allc condiidoni di crescenza c £ 
decrescctiza da noi rispcmvamcntt indicate. 

Tornaiido ora ad ammenerc ehe la/(jc, j) poisa anche euai nci*- 
tiva, si considcri la funzione /„—/(x, y"), chc cvidentemenre sari sm- 
pre positiva, o nulla, c ad essa si applichino le t'ormole precedend, di- 
sringucndo i! caso tn cui sulle verticali f(x, y) non k mai crcsccnte e 
qiiello in cui noH 6 mai decrescentt. 

Ncl prinio di quest! casi b J^ — J(x, y) non sari mai decrescenn 
sulle vcrricali, c quindi ad cssa saranno appHcabili Ic formole precedend 
(C) o (ZJ) sccondochc la funzione /(jc, y) sul contorno superiorei, non 
sanl dccrcscentc, o non sari crescente ; quindi avremo rispettivamcnle 
I'una o I'altra dclle foniiole seguenti : 

J. .'(,(.) 

= !/.-/[», "Wii jf'''£]'''i'(*- y'i''y- 

e da queste, indicando con C, la poraone di C alia quale vcngooo 
estesi gli integrali del secondo membro, e con C — C, la poraone rima- 
nente di C, avremo subito le alo'e 

e ora sari facile vedere cbe queste riencrano appuno entrambe ikBi 
unica formola (6). 



J 
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Colle attuali ipotesi infatti 6 evidente che il limite superiore f^ di 
/(x, y) non potri aversi che nel ramo inferiore c^ del contorno che 
apparriene appunto al campo C — C, , mentre il limite inferiore /, non 
potri aversi che sul ramo superiore c^ del contorno che appartiene ap- 
punto al campo C, , e sard precisamente /[a, it (a)] nel caso della prima 
formola, e /[t, n (i)] nel caso della seconda ; quindi evidentemente le 
formole precedenti possono scriversi entrambe sotto la forma unica (6), 
e in essa i campi C^ c C — C, soddisfano alle condizioni poste per la 
formola stessa (6) ; talch^ questa formola resta intanto dimostrata pel 
caso che /(x, y) non sia mai crescente suUe verticali. 

Al modo stesso, per mezzo delle (^A) e (fi), la formola (6) si di- 
mostra anche pel caso che /(x, y) non sia mai decrescente sulle verti- 
cali, e cosi la formola stessa pu6 dirsi evidentemente dimostrata in 
ogni caso *). 

II processo che qui abbiamo tenuto per giungere alia formola (6) 
che estende agli integrali doppii quella del Du Bois Reymond relativa 
agli integrali semplici, si applica senza cambiamenti anche al caso degli 
integrali tripli, estendendo prima le formole di Bonnet agli 8 casi che 
possono presentarsi per le funzioni positive, e poi applicando queste for- 
mole alia funzione /^ — /(x, y^ t^) dove f^ ^ al solito il massimo o 
limite superiore di /(jc, y, :() sul campo d'integrazione C 

Si giunge allora alia stessa formola (6), dot alia seguente 

J J ff^^' y^ ^)?(^> y> O^^^yk 

"^'f^fff'f^^^y^^'^fojff 9dxdydi, 

nella quale f^ e /, rappresentano al solito rispettivamente il massimo o 
il limite superiore, e il minimo o il limite inferiore di /(x, y^ :() nel 
campo C, e la funzione /(x, y, :() si suppone che varii sempre in uno 
stesso senso o resti invariata lungo le verticali ;(^, e poi si comporti ugual- 
mente, cio^ varii sempre in uno stesso senso (che sia il medesimo o 
no di quello delle verticali) o resti invariata, sulle sezioni prodotte dai 
piani paralleli al piano y ^ sulle superficie che formano le parti superiori 



•) L'ArzelX nella sua Memoria SugU integrali doppii presentata alia R. Acca- 
demia delle Sdenze di Bologna nel dicembre del 1891 dimostr6 la formola (6) con 
ahre considerazioni, ponendosi nel caso delle funzioni considerate dall'Ascou sempre 
crtsotnti o sempre decrescent! nel verso degli assi. 

Jt«Ni. Grc iUum, PmUrm; t. XVUI (1904). ~ Sumpato il xo agosto 1904. 4% 
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riuii del contorno di C considerate separatamente, e sui rami I 
rve che fomiano i contorni superiori e inferiori delle proieiioni lij 
Kte parti di super6de sul piano xy, considerari anche <\\icsu sepin- 

□ ugualc processo poi si estendcrebbe ta fomiola prei:edente seaa 
lessuna variazioue a[ caso di inicgrali niuidpli con piu di 3 variabii 

I 7. Ag^uogiamo che se invece di applicare ogni volta in quesd pro- 
;ssi successivi Ic tormole di Bonhet che si trovano pure success^*- 
nicute, si applicassero conte'^'^ranennitnte quelle di BoNNirr, e quclk 
di Du Bois RtYMOND si Itie tormole che valgouo ancbe la 

casi diversi piCl generaU. 

Cosl ad es. per gli int^rali doppii 

/= fdx r'f(x,yMx,y)dy, 
J* Ji^.\ 
osservando che, pel caso di /(jr, y) s«npre positiva o nulla, eon una 
sola applicazione dcllc formole di Bonnet si trova I'una o I'altra We 
seguenii 

1 = Cixjix, + WJ r\iy, I = /"j./K - W) fih. 

secondocliS sulla verricale la /(*, y)^ o iion crescente o non decrescenw, 
basia applicare poi queste fomiole alia solita funzione f^ — }(x, y) nelb 
quale f(x, y) potri anche essere uegativa, c dope applicare la lormola 
del Du Bois Reymond rebtiva agU integrali semplici, per giungere su- 
bito con tutta facility alle formole seguenti 

///(■'' ^)H». y)dx4y=/[a, ■^(a)] j j^,d%dy 
///(■'■ :v)f (». y)dxdy=f[a, ^(_a)]JJ^,dxdy 

netle quali C, e C, sono porzioni del campo C alle quali appartengono 
i punti [a, w(fl)] e [b, «(i)] rispettivamente, mentre il punio di itbs- 
simo appardene al campo rimanente C — C, — C, , ecc. ; e in csso k 
solite coodiziooi di crescenza o decrescenza di /(x, ^) si hanno ancon 



(8) 
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lungo le verticali, e lungo uno solo dei due rami superior! o inferiori 
del contorno rispetdvamente ; talch^ esse possono servire anche in casi 
nei quali non pu6 applicarsi la formola (6). 

8. Le varie formole che qui abbiamo trovate per gli integrali mul- 
dpli sono Testensione di alcune di quelle che trovansi riportate nel Cap. 2^ 
del mio libro Sulla seric di Fourier sopra ricordato relative agli inte- 
grali semplici. 

L'estensione delle altre di quelle formole oltre a presentare non 
lievi difficolti e complicazioni, non sembra che possa avere una grande 
utiliti ; e del resto poichS ogni integrale multiplo si determina per mezzo 
d*integrali semplici successivi, cosi, volendolo, potremo applicare le for- 
mole stesse a ciascuno di questi integrali ; e in particolare, dopo fatte 
tutte le integrazioni meno una potremo applicarle all'integrale semplice 
che resta, 

Noi non ci fermeremo perci6 a dare alcuna estensione a quelle 
formole, e ci limiteremo a dare invece un*altra formola simile a quelle, e 
sempre per gli integrali semplici, perch(i puo essere utile in certi casi, e 
piCi specialmente quando colle considerazioni test^ indicate si applichi al 
caso degli integrali doppii. 

Prendiamo perci6 a considerare Tintegrale / F{x)<f(^x)dx^ dove 

F(x) si suppone finita e atta alia integrazione fra a e i, e per <p(x) 
non si esclude che possa anche avere dei punti d'infinito, purch^ sia atta 
iessa pure alia integrazione, e lo sia pure il prodotto F(x)(p(x); e sup- 
ponendo a<^by ammettiamo che, in un certo intorno a destra di a, <p(x) 
sia positive, e che, indicando con a, a, , a^ , ... a^^^ ^ b i punti di 

minimo e di massimo successivi dell'integrale / (f(jK)dx fra a t by 

siano questi in numero finito, e i massimi (il primo dei quali sar4 evi- 
dentemente nel punto a,) non vadano mai crescendo, e i minimi non 
vadano decrescendo. 
Avremo allora 

jy(x)^(x)dx = £'Fix)<f(x)dx 

+ rV(x)9(x),ix+ ... + r Fix)^ix)dx, 
e siccome fra un massimo e un minimo succeissivi la f (x) all'infuori 
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di una funzione d'intcgrale nullo avrik sempre lo sKSio segno *), asreno 



(9) 



+ F,£\(.x)dx+ ■■■+'■'./ f(.x)i'. 



+Mr-r)+-+''-(/-r)'i 

o anchc 1 

+ (f , - ''j/'v • • • + (f^. - ''■')£'"+ f-jf . 

esscndo f , , f, , f ^ , ... F, valori compresi fra i limid inferiori e su- 
periori di f (jt) nei rispctdvi intervalli ila ji a oc, , da «, a k,, da «, 2 a,,~ 
e da at^, a ft, c i termini eon f, niancheranno se U punui si^, cidri 
precisamente in b. 

Si supponga ora ad es., per fissare le idee, chc «,_, non cada in t 

e sia un punto di massiuio dell'intcgrale / ^(x)dx, c\b che porteri 

che n sia un numero pari, Allora gli integrali 

r- £•■ r-r- 

e gli alcri 

saranno tutti posirivi e non saranno crescena ; e quindi se le somme 

successive 

(10) A„ = (F, - f.) + (F, - FJ + (F, - f J . . . (F.,_, - f,J, 



*) Quests drcosunia, insieme all'altra che /(x) S scmprc (inita e die i puoli 

di massimo e mimrao dell'miegiale / f{x)dx (n a e b sono in numero limto, (t 

si che riotegrabiliti del prodono f(_x)<f(x) (n a e I i conseguenii di quello ddk 
due funiioni /(>:) e f{x) (Vedi i mid Fondamtnli per U ttorica diUi fiimimi * 
variabili reali, 5 ai6). 




a 
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corrispondend ai valori i, 2, ... — di 5 non superano A in valore 
assoluto, con che le altre 

_ ^. + (f.-, - i^_.) + (i^._,-F._,)+ . . . +(F^,....,- F._,..,.,) 

+ f — (a.^,) — ^— (a,^4) + • • • + ^« 

non supereranno T -^ 2A, essendo F il Kmite superiore dei valori as- 
soluti di F(jc) fra a e i; per un noto teorema di Abel, Tintegrale 

/ F(x)9(jc)dx sari numericamente inferiore a 

A£\{x)dx + (F + 2A)£<f(x)dx, 

(F-j- 3-^ I <p(x)dx, e si potri scrivere perci6 : 

(11) jyix)ffix)dx = HF-]-iA)£'<fix)dx, 

essendo 6 un numero compreso fra — i e i. 

9. Questa formola i generale qualunque sia -F(x), purch^ finite, 
fra a e i *). Se poi si suppone che F(x) sia posiriva e non crescente 
nel passare da a a i, allora siccome sard F, ^ F, ^ F^ ^ • • • ^ F^ , 
h evidente che i termini della (9) saranno alternadvamente posidvi e 

negadvi e decrescenti in valore assoluto, e quindi Tintegrale / F(xyf(x)dx 

sari posidvo e compreso fra i due 

<fix)dx e F, / <^ix)dx + Fl ?(x)dx, 

anche fra 

ri /^i /^a /»»a 

^(x)dx e F, / ^x)dx+Fj (p(x)dx = F, / ?(x)dx, 



quindi sari I F (x) 9 (x) dx = F^ j <f{x)dx, essendo $ 



' *" un numero 



*) Un'altra formobi di questo genere pub trovarsi valendosi delk prima delk 
fbnnole (id) deUa pog. 19 della mia S$rU di Fourier, etc. 



cotrprcso fra », e a, , conic sari anche evtdcntemente 

essendo » un uutnero positivo fra a e i. 

fnvecc, sc F (x) i posidva e non decresceiire Ira a -^ b, albn ac- 
conie F{p) — f C-''^) sarA pure posiriva e non crescente, avremo per h 
formola preceiiente 

ovvcro 

£F(^.)f(.,)dx= F,£,ix)dx+ Fm£,ix)J. 
con S ancora compreso fra «, e a^ ; e avrcnjo pure 

jTVw - FMltWJ« = «[fW - fWJ jrVw^'. 

e (]uin(ii 
jy(,xy,(,x-)Jx=-,tXa)£'-f(x)dx+imf\(,yx-T,F(b)£'f{,)i,, 

con T| compreso fra o e l ; e per essere / 'f(x)dx <| / f(y^)dxt 
I'(h) positivo, avremo anche 

jy («)?«<'« = [» FW + ,,F(i)]^'f Wd». 
e pocremo anche scrivere 

£F(xMx)dx = ± ^[F(a) + F(b)]f\ix)dx 

= ±2-r>^F(b)r\(x)dx, 
essendo anche n,, ii,, n^ compresl fra o e i. 

10. Tornando ora a considerare integral! multipli, ma limicaniiod 
per un memento, onde essere piii chiari, al caso di due o di tte «rii- 
bili, che corrisponde a quello degU integral! doppi! o degli integral! tripli, 
aggiungianio che se, per la natura del problema, le varkbili hanno un 
significato diverso da quello delle ordinarie coordinate cartesiane, conie, 
ad es,, qnando fossero toordinate poiari nel [liano o nello spazio, 
corrispondessero a coordinate curviHnee di una superficie e dello ^- 
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zio, allora evidentemence se anche con questo significato delle variabili 
nel cainpo che si considera ad ogni sistema di valori di queste corri- 
sponde un punto unico del piano o della superficie o dello spazio con- 
siderate e viceversa, gli integrali potranno dirsi estesi a questo campo 
senz'altro e sempre secondo il concetto di Riemann, e potranno deter- 
roinarsi al modo stesso con integrazioni successive, senza che vi sia bi- 
sogno di ricorrere alia rappresentazione per coordinate cartesiane nel 
piano o nello spazio. 

Talvolta per6, pel significato che avranno le variabili, potri awe- 
nire che uno stesso punto venga a corrispondere a piu sistemi di valori 
di esse, come accade p. es. pel polo e per Tasse polare nel caso delle 
coordinate polari del piano e dello spazio, o nel caso dei poli della su- 
perficie sferica quando le coordinate su questa siano la longitudine e 
la btitudine o la colatitudine, ecc; ma anche allora quando queste sin- 
golariti si presentino soltanto per un numero finito di punti, o lungo 
un numero finito di linee o di superficie, qualunque sia il modo di 
comportarsi della funzione da integrarsi nei punti stessi o lungo quelle 
linee o superficie, purch6 si mantenga sempre finita, la loro presenza 
non infiuir4 sul valore dell'integrale che potri allora riguardarsi come 
limite dei valori degli integrali estesi a superficie o a volumi che non 
contengono quel punti o quelle linee o superficie, ma che si awicinino 
indefinitamente airintiero campo ; n6 questo limite potri mancare perchi 
le diflferenze dei valori degli integrali che si considereranno successiva- 
xnente finiranno per divenire e restare piccole a pLicere; e questi liraiti 
corrisponderanno appunto agli integrali che si avrebbero considerando 
le variabili come coordinate cartesiane, per modo che sari inutile di ri- 
portarci a queste coordinate. 

Avendosi poi un integrale multiple si potranno fare cambiamenti 
nelle variabili d'integrazione, come mostr6 lo Stolz nei volumi 23 e 26 
dei « Mathematische Annalen », quando con questi cambiamenti, salvo 
tutt'al piCi un numero finito di punti, o di linee o superficie eccezionali, ad 
ogni sistema di valori delle prime variabili corrisponda un sistema unico 
di valori della seconda e viceversa, e al tempo stesso le formole di tra- 
sformazioni abbiano derivate che non presentino singolariti, e la nuova 
funzione sotto Tintegrale trasformato resti atta alia integrazione. 

II. Prcmessi questi studii e considerazioni generali, passiamo a occu- 



parci di quelli fra gli integrali muldpli cor un nuiTtero qualunque n di vi- 
riabili die possono poi servire per U rappresentazione analinca dellefim- 
zioui reali anche di pifi vari^ibili, esiendendo a ijuesti le consiiJefuiooi 
prindpali del Cap. j" del citato mio Ubro Sulla seru di Fourier, hc 

Indichianio con ? (j;, , x^, x, , fc) una funzioae dclle » vxni- 

bili a:, , A, , . . , X, , b in un campo C che contenga anche ud aim 
parametro h che poi faremo crescere indefinttamente ; e suppooiimo 
senz'aliro, per semplidti, che per ogni valore fintto di h questa fumioM 
sia Biiita e continua iii tutto il campo, seaza cscludere per6 che posa 
crescere indefinitamcnte cod h ; che anzi questo, ccvne poi vedrema^ 
dovr^ sempre e Qecessariamente avvenire coU'avvictuarsi inde&niiameiitt 
a cerri punti, linee, o super6cic speciali determinate, etc. che saranno dt 
uoi considerate in niodo spcciale, e per le quaii richiederemo anche ahn 
particolarid special! che saranno piii lardi indicate, c il cui numeio iUf- 
porremo 6nito ; n£ sar^ escluso che possa to siesso awenirc anche fudri 
di i^uesti punti, Unee, superficie, etc. 

Questi elementi speciali (punti, linee, superfide, etc.) no qiuli i 
avranno Ic indicate particolarili, ii indicherenio con e; e li inteDiiereniD 
poi racchtusi entro campi a n dimeasioni, le quah dioiensioni potraQDQ 
essere tutte piccolissime (e una di esse almeno Jo sar^ senipre) e mne 
diverse da zero ; e questi piccoH campi li direino intorni di qud punti, 
linee, superficie, etc. e li indicheremo senipre con u. 

Indicheremo poi colla lettera C, con indici, o senza, i campi cbe 
contengono uno almeno del detii eltimenii e, nel loro intemo o sin 
contorni; mentre indicheremo senipre con K i campi cbe non contm- 
gono nessuno degli stessi elementi neppure sul coniorno, e che si oner- 
ranno anche dai campi C escludendo questi elementi coo campi piuoli 
o grandi qualsiansi a n dimensioni, delle quali alcune potraiuo anche es- 
sere piccolissime, ma sempre diverse da zero e superiori a ud nmntro 
comunque piccolo dato. 

Preso allora a considerare un integrale multiplo 



/=//.../,(«.,: 



')dx,dx. 



. dx.. 



ammetteremo che la funzione 9 sia tale che gli int^rali / estesi a qua 
campi che abbiamo detto d'indicare con K, o a porzioni di quest! camp 
che potramw anche dipendere, ma solo in modo deter mifiato, da h, abtmno 
per limite zero al crescere indefinite di A, e la loro convergenza a a 
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abbia luogo in modo unifortne per cutd gli integrali estesi a porzioni 
qualsiasi di uno stesso campo K\ mcntre per gli integrali / estesi a 
campi che abbiano nell'interno o sul contorno alcuni degli elementi t 
e che siano detenninati con condizioni speciali e dipendenti o no da h^ 
ammetteremo che qualunque siano i campi stessi (anche se impiccolissero 
indefinitamente al crescere di h) gli integrali corrispondenti siano sempre 
detenninati e non superino mai in valore assoluto un certo numero finito 
neppure al crescere indefinite di i ; e ammetteremo inoltre che gli inte- 
gral! stessi con questo crescere indefinite di h tendano verso limiti deter- 
minad e finiti che siano sempre gli stessi qualunque sia I'ampiezza e la 
forma dei campi medesimi, purch^ questi campi si mantengano sempre 
superiori a certi intorni &) di ^ arbitrariamente piccoli ma finid, per modo 
dod da contenere nel loro interno gli intorni a> stessi ; e questi limid va- 
riino solo al variare degli elementi e contenud in quel campi e delle 
condizioni speciali alle quali viene sottoposta la determinazione dei campi 
medesimi in relazione cogli stessi elemend e. 

12. Di tali funzioni ne esistono un numero infinite, e noi ne da- 
remo qui due esempi. 

1° Si prendano n funzioni sempre finite di quelle che al Cap. 3° 
della mia Serie di Fourier indicai con <p(x, /?), e delle quaU n — i al- 
meno siano tali che anche al crescere indefinite di h i loro integrali 



r 



ff (x, h)dx si mantengano sempre inferiori a un numero finito anche 



quando ad esse si sostituiscano i lore valori assolud; e indicandole era 
rispettivamente con 9, (x, , fc), (p^ (x^ > h\ - • - 7 9n (^* > ^) ^' consider! 
I'integrale 

(") J J - y?,C^.» h)(f,(x^, h) ... (p^(x,, h)dx,dx^ ... dx^, 

nel quale i limiti dei singoli integrali potranno essere variabili con h e 
dipenderanno dalle variabili d'integrazione dentre certi cenfini dipendenti 
dalla natura delle funzioni stesse <p, , f, , ... f ^ . 

Questo integrale risulteri un integrate multiple in un campo a n 
dimensioni, e (invertende eve occorra le integrazieni col mutare conve- 
nientemente i limiti) se vi sari una funziene 9^ per la quale Tintegrale 

f ^f[Xff V)dx^ non seddisfi alia cendizione posta sopra, potremo sempre 

PsUnM, t. XVni (1904). — SumpAto il lo agosto 1904. 45 
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intendere chc le iniegrizioni si incomiudno dalla variabile x, che ligun 
in qucsta funzioue. 

Cosl faceniio, si vcdri subito con tutta facilitd cbe I'int^rale (ij) 
uon supererd nmi un certo numero finilo, c iiioltre esso convergeri i 
zero in tnodo uniforme al ctescere inJefimto di b se il campo d'intt- 
grazione sari sempre esterno aS punto pd quale tulte le variabili x,, 
X, , ... x^ sooo zero. 

E se il campo stcsso avra nel suo interne o sul contorno cjueitt 
punto nel quale lutU le varbbiii x, , x^, ... x, sono zero, allora Y'ratt- 
gralc (12), se -sari estesu a un iniorno detcfounato lu^ di quesio pjuto 
pel quale i Umid deH'integrale vcugauo a rlsultare fissi, si riduna d 
prodoiio degli integral! semptid 



/?. (=^1 . '')'^*. . /?i(^, . 'O'^^n ■ ■ ■ /?.C^. 



fe)*^^. 



e avrj per liniite il prodotto G, G, ... G, dei loro Umiti ; e se Mfi 
esteso a un altro campo c che abbia nel suo inlcrno un tale intorna tu,, 
esso avrJ ancora lo stesso Umiie G,G^ ... G, , perche rintegrak a 
potrd spezzare in due, uno esteso al camiKi c — u^ che per qiunio 
testi> dicenimo avri per limite zero, e I'aliro esieso al canipo iu„ che 
avr4 per limite appunto G,G^ ... G^. 

In conscguenza, il prodotto ^,(j:,, 'j)?,Ca',. 'j) •■■ ?.f-*^.. *) s*l- 
disfari a tutte le coEidizioni che abbiamo per le nostre funzioni f, e 
sard una di queste funztoni nel campo a n dimensioni la cui estensioae 
rispetto al tratto nel quale puu niuoversi ciascuna variabile dipeniierj 
dalla natura delle singole funzioni 9, , 9, ,.,.?,, e nel quale vi ari 
un solo punio singolare e clie sard qucllo pel quale sarauno zero tune 
le variabiti *, , a;, , ... x, , 

2° Si consider! ora I'ordinaria funzione sferica di Laplace 
f,(e, ?, 6', ?') 
pei punti M (9, 9) di una sfera di rnggio uno, pei quali s'lntende che 
6 e 9 rappresentino rispettivaniente la colatitudtne e la longiiudine. menve 
8' e f' sono parametri fissi che rappreseniano gli dementi analogii: r^ 
ladvi a un determinato punto Af'(0', 9') della stcssa sfera, e si prenili 
a considerare la funzione 



(■3) 



,H». 







sdel: tktsbi^^;:: ict;t»^:: >: ^«m*i>i^^ 1^ ^" ;iHr<M^>^ >kvv ^\^ 



sari fadlc vedert die ^ae$:ai n»isictf)it 4) ^^K^ x»M^i^N^ ^ "^ f\ ^s>)^^n^H 
appimto senz^ahro scijtM la <^rji J; r4|^y>^ ;^^^ i^N N^\V 4^"^ >n^^VVi>^^ 
zioni generali fane sc^ji a1 jj ^o •V x\v» >i\)\s<^>K^ A ^>< ^^^^ 1\^V»^MH^ 
q) per la qnalc il punxo «n1^^U^'C # ^i.>)\"^s ^\ hw^"^ ^M(^\\\<^^S^\^ 

I I ^CK % n)diijQ sari s\>ltanu> \1 panu> M\^\ x'\ 

Indkhiamo infatti con y la Jistaux^ M<^i\sK ^ %Wl \m\\y\ \4\^\y) 
da qpdk} Jtf(ft, 9) d'integraiionc cIk v^ Jc^cmiuiuw \U\U isMmA^ 

cos Y = cos 6 cos 6' -j^ sen sen 0* Ct>3i (^ f *), 

e ricordiaino che da formolc note dclla \e\)f\A MU \\mU\\\\ «*>wMk||P 
a ha che 

si vedri subito che b funziotic <]/(0, y^ u) piii) |u)r<»l f^^mn U ^^fMM 

e I'mi^rak precedeote pui6 «crty«r«( 

^*^ 4^JJ -Jr ■ •#«r ' ' 

e ^midi facendo on caml>tdi)H»Eng di v4Lfuil>ib cgl praidAir«f pier aovvv 
polo il ptmto if '9 e pt^- ttU(>v< viiriiiUti In <4iifc€ftiudiftA« «i iMuij^mdiui; y 
e 4^, comspoodfioti a ^iAt»mi iiuvvn |)vtii4kHiv d^ pgiv; l^iuu^iiiU; i>CA;{>^ 
si trasformeri ueirakro 

e il siiD valore perciu saf^ d^H^ d^l^iiH4^^>iU ^tnupiM' 

dove I'indice i pobto ;i (i^ -; i' j u^^^-r *^>»' v ^i^^il^-t^h* t' Ihiuu/m^jm 
rbpcttoa r alk ^ouiiua /^, -j y\ -^'^'^^ ^^' *^*^ j^>>'/*t>» *'w*u-^u/»ii» 
xispctto a V. aiiviriiauo Liu* ii i>iii^^-'/-'''*' •-'>•'■*>' >'-' "^'Jl^'^i.-' »uii^l;ii» in 
diptoideusa dei coutorao ucl cjin^*' *^ >*>">i''/;',V' ^.•.i;* ^.«i' »i^>»lA* «-i*j^u 
tto da piu liucc di:»dutc/ 






Di qui risulu intauto cbe qmlunque sia il campo d'inKgnzioac 

sulla sfcra, I'lmegrale precodeiite / / 4* Ct ?• ") "^ ^ "^ ^ ^^^ sempre nu- 

mericamcnte iufcriore a un numcro finilo quaiido, come si puo sanpte 
amraenere, il contorno del caoipo sia finiio. 

E se queato campo ^i quelli die non cotnprendono net loro in- 
terno ne il nuovo polo M' ni il punto opposto M], in modo che k 
ilistaoze sferiche di quesn puiid dai punn del campo e quindi asche H 
contorno nou scendano al disotto di un certo numero dato, e du qiun- 
d'anchc il campo siesso varii con n, allora, per propriety note delb P,, 
da un certo valore di n in poi P_ e P,^, saranno sempre entrsmbe 
nutncricamente inferiori a uno stesso numero arbitrariameiite piccolo, c 
quindi Tintegrale doppio corrispondente avra per limite zero. 

Se poi il campo d'iiitegrazione, sempre senza contenere il polo W ' 
nel suo interno o sui contorno, conterrA il punio opposto J^,', atlon 
staccando dal campo un piccolo intorno (7 di M] e considerando il 
campo stesso conic composto di t e della parte rimajiente di esso a 
gpungeri subito alio stesso risullaio, perche dalla fonnola data da Li- 
place per le funzioni X. o P, si vede immediatimente che per f = i 
e pei valori di y sufficieniemente prossimi a n e quindi in tuiio il pic- 
colo campo o la somma P, -(- P.^, sard arbitranamente piccola *), e 
pel campo rimanenie valgono le considerazioni fane sopra; quindi in 

ogni caso I'integrale doppio / f ^(_% ^, Ti)didf esteso a un campo 

che non abbia ne neirinterno ne al contorno il punto M' ha per limite 
zero, e la convergenza a zero ha luogo evidentemente in modo unifonne 
quando 6 fissato I'intorno a che esclude il punto M'. 

Quando poi il campo cui I'integrale doppio £ esteso ha nel suo 



*) La fotmoU di Laplace 
dove X ^ cos Y, d dl infacti 
c di qui sc X t prossirao » - 



isffdif. 
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inlerno il punto M\ e c £ il suo contorno, evidentemente sari 

(P, + P^X = 2 - (P. + P,^X , 

essendo ora (P^ + ^n-^^c ^ valori di P, -}~ ^«-»-i l^^^go c ; e questi da 
un certo valore di n in poi saranno sempre numericamente inferiori a 
un niimero arbitrariamente piccolo perch^ ogni punto di c sard distante 
sfericamente da M' piii di un arco di lunghezza finita d ; dunque eviden- 
temente il limite deli'integrale doppio (14) in questo case sard Tunitd, 
quaiunque sia Tampiezza del campo d'integrazione , e questo dimostra 
appunto cbe I'attuale funzione if (0, 9, ri) sard una delle nostre funzioni 
f sopra la sfera. 

13. Ci6 premesso, indichiamo con 9(x, , x^ , ... x^, V) una delle 
nostre funzioni 9 da considerarsi in un campo C al quale appartengono 
gli element! speciali ^, e sia /(jc, y x^j . . . x^ una funzione sempre fi- 
nita e atta alia integrazione in C, per la quale, onde conservare la mag- 
giore generalitd possibile, ammetteremo ancbe cbe possa contenere h *), 
pure restando sempre inferiore a uno stesso numero finito ancbe al 
crescere indefinito di ft; e con queste ipotesi consideriamo gli int^rali 

1 = j j ... //(x,,x,, ... xj9(x,,x,, ... x^,h')dx,dx^ ... d 

estesi o a campi K cbe non comprendano nessuno degli element! ty o 
a campi Q comunque piccoli cbe comprendano uno o piii degli elementi e. 
Sard facile vedere cbe a questi Integra li sotto certe condizioni potranno 
estendersi i risultad del Cap. 3° del ricordato mio libro Sulla serie di 
Fourier, etc. e questo si fard con processi del tutto analogbi. 
Indicbiamo infatti con / Tintegrale 

I I ... I <f(x^f X,, ... X,, h)dx^dx^ ... dx^f 

e consideriamo per prima cosa gli integral! /, cbe indicberemo con /j^ , 
quando sono estesi a campi qualsiansi K cbe non comprendano nessun 
elemento e. 

Supponendo dapprima ebe in questo campo K la funzione 9 si 
mantenga inferiore a un numero finito 9^ ancbe al crescere indefinito 
di b, se intenderemo scomposto K in un numero grande ma finito di 



*• 



^ n €110 ordinario per6 sari quello che /(x, > x^ , . . . x,) non contenga b. 



campi clementari parziali Yi > T> • - - - Tr ^°° ^S'A^ determinate, avrono 
evidcntcmcnit: /« ^^ X Ai > '^ P*'' '* forraola (a) del § 2 avremo seni'aliro 

(■i) '. = i/j,.+«?.i£'T,-<t,, 

c!^ndo A-^_ rinicgrjic / / ■ ■ ■ f dx^dx^ . . . dx^ esieso al campo 7. 

(vc^ume di f ,), Dx, I'oscillazione di f(x, , *, , ... x,) in ijucsto ampo, 
c /, un numcro deierminaio comprcso fra il limttc infcriocc c supenoR 
di /(x, , Xj , , . . r,) nei campo stcsso. 

Ora se quesd caiiipt elemenuri y, sono costruid coi processi che 
servono alU dcfinizione di Riemann dt-gU iniegrali niulripli, quando i! 
loro nuniero /) sia superiore a un iiLtmcrt) sutlicientemcuce grande f^ b 
somma _y £J,-, ^rfi-, verrd arbitrariamcntc piccola c questo uumcro p^ siri 
indipciideiitc ii h se j(x^ , x^, . . . xj iion tonterri />, c: in un graa 
niiincro di casi potrd ancora prendersi lo siesso qualunquc sia h ancbe 
sc, come abbiaino ammuso che possa essere, la /(x, , -v, , ... x,) con- 
terri h. 

limitandoci dunqtie pel momcnEo a qtiifsii casi, e iaKiideiitla 
preso per p un numero qualsiasi superiore a p^ (che poi lascie- 
remo tisso), porremo supporre U somnu stessa 2-^Xi-^ri S"^ riJotu 
luimericjmeiin; inft-rii^re a — , con t nuniero daro arbicrariamcnii; pic- 
colo ; e cosi il sccondo termine del secondo membro della formob prt- 
cedcnte sari numericamenie inferiors ad e, qualunque sia b. 

Fissato poi cosi il p, basteri prendere h superiore a un numero 
sufficientemento grande h^ per far si che ogni integrale /j, sia numffi- 
caniente inferiore a —r , essendo f^ il limite superiore dei valori asso- 
lull di f(x, , X, , ... x^) nel campo K o anche in C, e per qualunque 
valore di h[se J (x, , x^, . . . x,) conterri h] ; e cosi il valore assoluto 
di 7^- per h superiore a b^ risulterj sempre inferiore a 2e, e si avrl 
percio lim I^ ^= o per ogni campo K che non comprende elemead c, 
qualunque sia la funzione f{x, , x, , . . . xj purch^ finita e ana alb 
intiigrazionc in C, e ci6 quand'anche essa contenga h, purch^ per6 in 
questo caso si possa fare una tale scomposizione del campo C in ^ 
campi clementari y, tali che la somma XA,-^t, venga arbitrariamaitt 
piccola per p superiore a uno stesso numero dato sufficientemenK grande 
Pg , indipendentemente da h. 



...^d 
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14. Questo risultaro estende completamente al caso degli integrali 
multipli il teorema del Du Bois Reymond del § 23 della mia Serie di 
Fourier soUo It sUsst condixjoni cht si hanno in quel itortma per le fun- 
XJoni / e 9. 

Non sempre per6 la funzione <p soddisfari a tutte queste condizioni, 
e specialmente a quella di mantenersi sempre numericamente iiiferiore 
a un certo numero 9^, al crescere indefinito di h in tutto il campo K^ 
e in tal caso, come osservaramo pel caso degli integrali semplici al § 72 
dello stesso mio libro Sulla serie di Fourier, il teorema non potri piu 
applicarsi senza che si pongano limitazioni per la funzione /(.v, , x^, ... xj, 
salvo che forme particolari della funzione 9, o considerazioni da farsi 
caso per caso non permettano di lasciare ancora alia stessa funzione 
/(jc, y x^y . . . xj tutta quella arbitrarieti che avevamo sopra. 

Cosl ad es. se nel campo K la funzione <p si manterri sempre dello 
stesso segno, p. es. positiva, allora siccome invece della formola (15) 
avremo Taltra /j? = /j^ /jr , ^ evidente che I^ avri per limite zero al 
crescere indefinito di h anche se 9, pure restando sempre finita per qua- 
lunque valore finito di h, finiri per superare qualunque numero al cre- 
scere di A ; e lo stesso evidentemente avverri se questa funzione 9, con- 
siderata per ogni valore di h superiore ad un certo numero, sari tale 
che per essa il campo K possa scomporsi in un certo numero di campi, 
anche variabile con h ma sempre inferiore a un certo numero finito, 
in ciascuno dei quali la funzione stessa abbia sempre lo stesso segno. 

15. E se neppure questo avverri, allora potranno ancora aversi dei 
casi di validiti del teorema quando si pongano condizioni speciali per 
la funzione /(x, , x^ , ... x^), o per le due funzioni /(x, , x^ , ... x^), 
e 9 (x, , x^ , . . . x^ , /;) insieme. 

Cosl ad es. se nel campo K la funzione /(x, , x^ , ... xj, consi- 
derata per ogni valore speciale di h superiore a un certo numero h^ nel 
caso che essa contenga ft, soddisfari alle condizioni di crescenza o de- 
crescenza che ponemmo nel § 6 per Tapplicabiliti del secondo teorema 
del valor medio, basteri applicare questo teorema per poiere concludere 
subito che Ij^ continueri ad avere per limite zero per qualunque fun- 
zione 9 per la quale abbiano per limite zero gli integrali / estesi a K 
e a qualsiasi porzione di esso ; e lo stesso evidentemente awerri se 
/(^i > ^2 > • • • ^n) potri. scomporsi nella somma algebrica di un numero 



Jinito di funzioni che considerate separatamente soddisfino ciascaiia lUe 
indicate condizioni ; o anche se, scomponendo K in un numcro jimit 
di cainpi parziali, le condizioni stesse verranno soddisfaite in dasaino di 
quesQ campi presi separaianiente. 

16. E quando, non rientrando in questi casi, le funzioni 

/ C-*^. > *i > ■ • - *^.) * ? (^> > ^j 1 ■ • ■ ''^^ • '') 

saranuo tali che eseguendo uii certo numero n — r (minore di n) din- 
tegrazioni successive relative p. es. alle variabili JC,,,, *^,t . . ■ *,('!!>0 ' 
coUe limitazioni corrispondenri al campo K che si conndera, » trovtfi 
che rintegrale (n — r)-plo corrispondente 

(ifi) I / ... //(x„ ... Jt,, x,_^,, 5C,„. .-*,)?C^„-. X,, *„,,-x„,, ... Jt,, b)dx^_dx^, 

colporre, ove occorrano, opportune limitazioni per la funzione/(jr„jj,...jJ, 
risulta arbitrariamente piccolo per qualunque sistenia di valori ddle sltre 
variabili d'iniegrazione x,, x^, ... x,, e per b superiorc a un ceno 
numero h^ , altora anche in questo caso evidentemente /^ avri per li- 
mite lo zero. 

Cos! ad es. se il canipo di n — r dimensioni relative alle dettc vi- 
riabiii x,^,, jt,^,, ... j;. si potri scomporre in campi parziali I'I'TU-Ti i^ 
cui numero i/i sia finito per ogni valore finito di h, ma possa anche 
crescere indefinitamente con h, in ciascuno dei quaU la funzione f ibbii 
sempre lo stesso segno variabile per6 da campo a campo, allora per o 
gni valore di h I'integrale (11 — r)-plo (16} si ridurri ad una somnii 

X/i / / -•■ I fO'l' ^1' ■■■ ''r' ^T+lt '^r*!' ■■■ ^n)'^^,+ ,'^^r-~, ■•■^''•' 

nella quale gli mtegrali saranno estesi ai campi Tr > t1 » - ■ - t1 ^ saranno 
in parte positivi e in parte negativi, e in numero sempre finito per c^ 
valore finito di h ma che potri crescere indefinitamente con h ; e potti 
darsi evidentemente che facendo un aggruppamento convenientc dd ter- 
mini di questa somma, si riscontri die quando si verifichino certe con- 
dizioni speciali per /(jc, , x,, ... a;,) o per le sue oscilkzioni, la soranu 
stessa per ogni valore speciale di h superiore a un certo numero risulti 
arbitrariamente piccola per qualunque sistema dt valori di x,, x,,...i, 
relativi alle integrazioni rimanenti; e in tal caso evidentemente il nostro 
integrale /^ continueri ad avere per hmite lo zero al crescere indefi- 
nito di h. 
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E lo stesso evidentemente potri dirsi pel caso che la funzione 9 
possa scomporsi nella somma di un numero finito di funzioni che ab- 
biano dascuna le pardcolarid ora indicate. 

17. Cosl ad es. nel caso che considerando la sfera di raggio uno, 
si prenda per funzione 9 sovra di essa quella ^ del § 12, si osserveri 
prima che essa pu6 ridursi alia forma seguente *): 



•) Per fare questa trasformazione si pu6 procedere come segue. 
Osserviamo che essendo T una funzione qualsiasi di e ^ sulk sfera, il cambia- 
mento di queste variabili nelle altre y ^ i'l (ii cui al § 12, porta che si abbia 

^Y "" ^^ ^Y ^? ^Y ' 
e quindi per determinare -^ bisogneri caicolare ^— e -^ per mezzo deile formoie 

che legano ie prime variabili e ^ alle nuove y e ^^ . 

Si osservi perci6 che il triangolo sferico coi vertid nel polo e nei punti Af (0, «p), 
M^Q^, 7O dk luogo alle formoie 

icosY = cosOcosO' -|- senOsenO' cos((p — 9')* 
sen Y sen ^, = senOsen((p — cp'), 
cosO =: cosO' cos Y + senO' sen y cos ^, , 
le quail, derivate rispetto a y quando s'intende che le variabili siano Y ^ 4^i ^^i^^o 
le altre 

do d9 

senY — TsenOcosO' — cos sen 0' cos ((p — cp')]-^— = senOsenO'sen(cp — 9')"^^ » 

(P)( cosYsen^i — cosOsen((p — ^')jr- = senOcos(cp — ?0"T^ » 

sen 0-^— = cosO' senY — senO' cosycos^, 

do ^9 
c queste conducono appunto con facility a espressioni semplid di -^ e -~- , e quindi 

di -r— . 

Valendosi infatti dell'ultima di queste e dell'ultima delle precedenti (a) si ot- 
tiene sulnto 

cos Y 

^g. cosO'senY * (cos — cos 0' cosy) a, a 

^ ^ oO ' senY^ ''^ cosO' — cosOcosy 

^*'' dY senO senOsenY ' 

mentre, moltiplicando la prima delle stesse (p) per sen (^ — f ') ^ ^ seconda per 

sen 6' cos (^ — f') e sommando, si trova Taltra 

scnOscnO'-^ = senYsen(cp — «p')+ cosy sen 6' sen^^cosCf ^- y') 

— sen cos 6' sen (^ — ^) -5—, 

Rmd, Cirt. hUUm, pMkrmp, t. XVm (1904). — Sumpato I'tt ftg<M«0 
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_a(f. + f..,)cos9'- 



07) + - 55 3^ 

e quindi I'inlegrale / da considerarsi 
dei due seguenti 



cosTfcosO d(f, + f.^,) senQ'sen(y-if') 
questo caso si ridurri alia somma 
:os 6' — cos 6 cos t 



sen Y 



i-d6df. 



^ 



dOdf. 



sen y 

net quali b limiuzione del siiigoli int^rall dovri essere faita convenien- 
temente, dipend<;iucmeaic dal loro ordine e dal campo d'integrazioDeA'. 
Ora, supponcndo dapprima chc il campo K (che porrA essete i 
piil contonii) non coinprenda i! punto y = jc opposto a M', prendbrao 
inunto a coiisidcrarc U priino integrale; e in qaeao consideriamo sol- 
tanto la parre 

, d P. cos 8' — cos cos Y , . , 

-Tft . fl 9 d s, 

30 seny' ^ 

perchi I'altra non diffcrisce da questa clie pet cambiatnento dt n in m -f i, 
c si trattcri quiiidi al niodo stcsio; c incominciamo le iiiiegraaom J) 
quella relanva alia variabUe 6, iiitciidendo fatte li: limiuzioni dt^li in- 
tegrali convcnientetueiite, dipcndvnicnicntc dalle linec die limiuno il 
campo K. 

Per ogni valore speciak che si attribuisce a f nel campo A' d'iote- 



///(», rt 



(«) 



che per h secoDda delle (p) e per la (f) ci d^ sulrito 

ay senOsenT ' 

e ora per quesia si trova la fonnola noii;vole 

a7'_ar cosS' — cosacosY ar senysenCy — ^Q 
*• ^ 87 39 sentsenY 9? JcnflscnY ' 

colla quale la fuDziODe if si riduce subito alia forma (16) scritu sopra. 

Nel caso particolaie poi delle P., essendo esse funnoni di cosy solcaiKo, s 
hanno anche le forraole 

3P. _ aP, acosT_dP, s 



(?) 



ap. _ 3P. acosY _ap. 

flif ~dcosY a? ~ ^Y 
che possono dard altre cspressiooi di 



- cos9seD6'oos(y — ?>) 
stay ' 



3 P. 
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d P 
grazione, consideriamo le radici in 6 della equazione 3-^ comprese fra 

e TC nello stesso campo, e indichiamo con 6^ e G.^^^ due di queste 
radici consecutive. 

Evidentemente I'integrale 

, N Cr^n nCOsB' — cosOcosvdP. ,^ 

(^o) Jm 9) — ^^ — ^-^'d^ 

opportunamente limitato si spezzeri in una somma d'integrali simili 

ri-^i . , . . . dP 

in ciascuno dei quali la funzione -^ avri sempre lo stesso segno 

(che potri variare solo da integrale a integrale) ; e quindi, indicando 

/ft \ 1 r • r/L \ cos G' — cos cos Y ... 

con x(0, <p) la funzione /(O, <p) 1 ■* , si ndurranno cia- 

jcuno a w.(P|,*"^'^ — PJ,*'), quando s'indichi in generale con Pj,'^ il valore 
ii P^ per 6 = 6^, e con x. un numero compreso fra i limiti inferiore 
ii x(6, ^), fra 6 = 0. e = 6.^^ pel valore che si considera di 9. 

' , e osser- 

irando che, essendo ora y discosto da zero e da ?? pi£i di una certa 
^uantiti pre6ssata in tutto K^ le P^ in K per una loro particolaritd nota 

sono tutte della forma -r=y essendo A una quantity sempre numerica- 

nente inferiore a un certo numero finito, si vede subito che se la somma 
^Z). delle oscillazioni di ?t(6, 9) da 0. a 0^^ o da 6. a 0^.^^ lungo i 
iingoli meridian! (do^ per ogni valore di 9 separatamente) sari inferiore 

1 un numero finito, o anche se risulteri arbitrariamente piccola la somma 
>tessa 21 ^i divisa per Yn , allora Tintegrale (20) a partire da un certo 
i^alore di n sari inferiore a uno stesso numero arbitrariamente piccolo 
per ogni valore di 9 nel campo K. 

E poichi, essendo t: (0, 9) il prodotto di due funzioni sempre finite, 
e sue oscillazioni si riducono sempre alia somma di quelle di dascun 
fattore moltiplicate per un numero finito *), t evidente che questa COQ- 
lizione per la somma delle oscillazioni di %(jl^, 9) lungo i merfdiar^ 
idace a qudta corrispondente per le osdOaztoni di /(^y f) hmf^ 
idiani stessi. 



*) Questsi h una particolaritil delle osdUaiioiii dd pcadMI 
i dimostra subito con tutta faciliU. 



Osservando poi che le stesse considerazioni possono fara, come ^ 
notammo, per Talira parte dell'mtegrale (18) e anche per le due pard 
che compongono I'integrale (19) quando in quesio le int^razioni a 
iDcomiQcino da queUa relativa alia variabile 9, si conclude che <^uaaiio 
per /(O, f) la somma delle oscilbzioni sia sempre inferiore a an ceno 
numero iinito tanto lungo i meridiani quanio lungo i paralleii delb sfen 
per le porzioni di quesd meridiani o pardleli che cadono in A', I'inte- 
grale doppio 



(2-) 



/, 



= ///(', ?)«9,t,*)je<'i' 



avrd per limite zero al crescere Jodefinito dj b. 

E lo stesso cvidentenientt awerri se il campo K cooterri il punto 
Y =^ It opposto a M', perch^ allora basteri escluJere questo punto coo 
un piccolo intorno come si feet al § 12, e I'integrale doppio estcso 1 
questo intorno sari arbitrariamente piccolo. 

Iq particolare quindi I'iiuegriile (21) avri per limite zero pah — x 
quando la funzione /(&, tp) fari un numero di oscillazioni sempre infe- 
riore a uno sttsio numero finito lungo ciascun meridiano e lungo oa- 
scun parallelo della sfera, e quando negli intervalli nei quali questo Don 
avvenga le oscillazioni per ogni porzione S degli intervalli medesimi, 
quando 3 ^ inferiore a un numero pretissato si possono porre sotio b 
forma f^^ essendo e sempre inferiore a un numero arbitrariamente 
piccolo ; e ci6 perch:^ le distanze 6.^^ — 6j e f .^, — ip; Ira due ndid 

della -riTTr =^00 della -^ = o sono sempre dell'ordine di — *), e il 
36 do "^ n ' 

numero delle radici 6. e 9; sui meridiani e sui paraUeli contenuti in K 

6 inferiore ad n. 

E si pu6 osservare che quesd risulud valgono anche se la funaone 

y(0, 9) contiene «, purch6 per ogni valore speciale di « soddisfi alle 

condizioni che abbiamo poste. 



') Propriamente oella teoria delle funzioni sferiche si dimostra solo cbe sono del- 

I'ordine di piccolewa di le differenie fra Ic radici consecutive •{, e f^_^^ ddli e^m- 



= o per Y comprese fra 



nota di questo % si vede facili 

■ ■ 3^- 
e ^, delle equaiiom -^ = o, 
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1 8. Abbiamo considerato finora gli integral! 

/= / / ... //(*M ^,> ••• 0?(^i> ^a> ••• -^i.* h)dx,dx^ '" dx^ 

estesi a campi iT che non contenevano nessuno degli dementi e ; passe- 
remo ora a considerare quegli integrali / che sono estesi invece a campi 
C che contengono nel loro interne o sul contorno alcuni degli elementi 
e, limitandoci per6 al caso in cui questi elementi si riducono a un nu- 
mero finito di punti isolati ^, , e^j ... e^. 

Intesi perci6 esclusi questi punti ciascuno con loro intorni (a n di- 
mensioni) w, , co^ , ... w^ , piccoli quanto si vuole ma finiti, il campo 
C verri a comporsi di un campo K nel quale non si trovano elementi 
e, e di questi intorni co, , w^ , ... w^ , che saranno nuovi campi C, e 
ciascuno dei quali conterri (nell'interno o sul contorno) un solo punto 
e ; e poich^ supposte soddisfatte le condizioni dei teoremi precedent! per 
le funzioni / e 9 nel campo Ky avremo per lo stesso campo lim Ij^ = o, 
cosl per trovare il limite del nostro integrale I^^ basteri trovare quelli 
degli integrali I^^ y I^j^ y . .. I estesi agli intorni co, , co^ , ... w, che si 

trovano in C, e fame la somma. 

Prendiamo percio a considerarne uno che indicheremo con I^y e 
supponiamo dapprima che quando /(x, , x^ , ... xj non contiene A, 
questa funzione nel punto t cui corrisponde Tintorno o> sia continua e 
abbia il valore /^ , o almeno che i valori di / in co abbiano per limite 
/^ quando rtstando i« co ci si avvicina indefinitamente e in un modo 
qualsiasi ad e *), e quando /(x, , x^ , . . . xj contiene h i suoi valori 
coU'awidnarsi indefinitamente del punto (x, , x^ , ... x^) al punto e 
resundo sempre in co, e col crescere indefinito di h abbiano un limite 
che indicheremo ancora con /, . Allora, indicando con I^ Tintegrale 

/ / •• • / ?(*! > *2> • • • ^ny fj)dx^dx^ . . . dx^ 
esteso al campo co, potremo scrivere evidentemente 

K =/7#+ / / - / 1/(^1 > ^a > - Xj —fM^t y *a > - ^^ y h)dx^dx^ ... dx^ , 



corrisponde a quello in cui in (i> nel punto e si ha 
>^aiio togliersi mutando il valore deDa funzione nel 



^. 
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e quindi se G„ *) e il limite di /„ per i = oo avrcmo Um /^ =/,G, 
tutte le voire che I'iQtegrale 

n=ff -fUi'.. '.•■■■ ^.)-f.]fl.',.' >.,h)d:c,dx,..M. 

avri per limite zero. 

19. Questo risultaco ci di subito dei casi scmpUci nei qtuli susasa 
b formola lim /„ :=/, G^ predsamente come si haniio per ^ inKgnB 
ad una sola variabile iiel mio libro Sulla scrie di Folrier. 

Un primo caso i quello iu cui la funzione ^ sia sempre dello steao 
segno in w, o sia ale che rintegralc /„ rcsd sempre inferiorc a un nu- 
mcro finito antlie al crescere iiidefinito di h quaudo a 9 si sosiituiscs 
la funzione if dci suoi valori assoluii, giacch^ ii) questo caso eviJenK- 
mcnic sc, con u sutGcicntcmeute piccolo, e con h superiore 3 un ccno 
Dunicro A„ (quaiido / comieiic fc), si avri sempre entro w in valore 
assoluto /(j:, , .v, , ... xj — /, <C <^> sari, pure in valore assoluio, 

'-<'// -M''' ■■'•'•■ 

e qnindi 7,^ sari arbitrariameiite piccolo. 

Un secondo caso poi per la validity della ibrmola lim /^ = /, G^ 

avri quando ncirinterno di w la funzione j\x, , y^ , xj), consideriB 

per ogni valore di b^ h^ separatamente se conterri A, sia di quelle 
del § 6 per le quali all'integrale 7„ put) applicarsi il secondo teorenii 
del valore medio, perchS ullora /„ sari la somma di due temuni da- 
scuno delta forma (/ — /,) / / ... f fdx,dx^ ... dx^ nei (juali /— /, 

sari il limite superiore o il limite inferiore dei valori di f(^x, , x^ , ... x^—j, 
in (1) e sari quindi arbitrarianientc piccolo, mencre gli integral! saranno 
estesi ciascuno a una parte di w, e per le nostre ipotesi sulla funziooe 
9 saranno sempre numericamcntc inferiori a un numero finito ; e quindi 
il limite di V sari ancora lo zero. 



*) iDiiichiaino con G^ e non con G, il limite di /„ potendo darn che rbtorio 
di pel puDto t debba secondo i casi essere determinato in inodi dilTereiiti (come t*- 
verri ad es. quindo il punto t debba per un certo canipo C essere considerato oxnt 
uu punto iniumo, c per un ivltro campo C essere coasideraco invece conK punto dd 
contomo) ; e a second! del modo di determioaiiaoe d) w pcnaono sveni linati fr 



Tin \ 
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E lo stesso evidentemente awerri se/(jc, , x,, ... xj, considerata 
al solito per ogni valore speciale di h^ h^ separatamente quando con- 
tenga hy sar4 la somma algebrica di un numero finito di funzioni per 
ciascuna delle quali siano soddisfatte le condizioni di applicabilid del se-* 
condo teorema del valore medio, oltre sempre ad essere soddisfatta 
quella di avere ciascuna un limite determinato e finito coirawicinafsi 
indefinitamente ad e restando in co e col crescere indefinite di h, 

Oltre a questi poi si avranno altri casi di validiti della stessa for- 
niola lim I^ = /^ G^ che potranno trovarsi come si trovarono nel ricor- 
dato mio libro Sulla serie di Fourier per gli integrali ad una variabile ; 
come ad es. quello che se a, , ^^ , . . . ^^ , . . . a^ sono i valori delle 
variabili x, , x, , . . . jc^ , . . . x„ nel pun to e, e per una x^ di queste 
variabili il prodotto (jc^ — ^r)?(^i > ^a > • • • ^h> ^) P^^ qualunque va- 
lore di fe si mantiene numericamente inferiore a un numero finito per 
qualsiasi punto di co, la formola stessa lim /^ = /^ G^, varri certamente 

f(x X X X ^ — f 

il rapporto incremental ^ ^ ' * — ^ ' ' " — !lL_lij — nl 1* ddla fun- 



se 



Xr — ^r 



zione /(x, , x^ , ... x^ , ... x.) relativo alia variabile x^ sari sempre 
finito, o almeno il suo valore assoluto sari atto all'integrazione rispetto 
a questa variabile, e il suo integrate resteri numericamente inferiore a 
un numero arbitrariamente piccolo per ogni sistema di valori delle altre 
variabili x, , x^ , ... x^__, , x^_, , . . . x^ entro w e anche per ogni va- 
lore di h superiore a h^ se /(x, y x^y , . . x^) conterri hy quando sia 
esteso ad un intorno sufEcientemente piccolo di a^ . 

Quando poi nel campo C vi siano piu elementi e, p. es. e, , e^ , . . . e^ , 
allora se per ciascuno degli intorni co, , co^ , ... co^ relativi a questi punti 
saranno soddisfatte le condizioni per Tapplicabiliti dei risultati precedenti, 
il limite di Iq sari evidentemente la somma 

f G +fG + ... + f G 

20. Ma oltre al caso m cui nel campo co la /(x, j x^y . .. x^ h 
continua in ^ o almeno ha un limite determinato e finito /^ awicinan- 
dosi indefinitamente ad ^ e per h crescente all'infinito se /(x, , ^a , . • . *J 
contiene fe, giova considerare anche quel casi che non hanno i corrispon- 
denti per gli integrali ad una sola variabile, e che pure possono presen- 
tarsi, nei quali /(x, , x^ , . . . x,) ha in ^ discontinuiti pid gravi. 

Per considerare almeno alcuni di questi casL, osservisuno che indi- 
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cando con 9^ una costante, e con 6, una funzione della sola variibile 
X, , con 9^ una funzione delle due sole variabili j:, e x. , . . . c id g^ 
nerale con S una funzione delle sole p \'ari3bili x, , x^, ... ;c , si puA 
scrivere 

'. = './"/"•■■ (¥','''.■■■'''.+ [(."—"y^.f ( ■ f^'M,-K 

+ //(«.-»,)<'«,J».//--. /?J«, •■■ i'. +■■■ 

+ ff ■■J(.\-\-.)J'.'''. ■■■'I', ff ■■■/?■>',..■■■''.+- 

+ f f... /"(«„.. — 9„)J»,rf»,...iii„.,/'/'- f^.-~.-''. 

+ ---^ 

+ /"/'•■■ /"(9.-,-0''«,''«. ■■• ■'*.-, /"?'''. 

+//■■■ /a-«.-,)T''».''». •■• "i*.! 

e poircmo profinare delta indeiertninaz'tone della ijuaaati C„, '',j'*,i"-'„ 
per dcdiinn; dei casi nei quali malgrado la discontinuity di jXx, .ar,,...xj 
in e si lia pel liinire di I^ una forniob analoga a quclb l!m/,,,=/.Cg 
wovata nei casi che abbianio considerati sopra. 

Si supponga percio che nelb funzione f nianchino alcune delle va- 
riabili X, , x^, ... x_ , che col cambiare, occorrendo, I'ordine delle iote- 
grazioni potremo supporre essere le r -j- i variabili x^ , x^_, , x,_^ , ... x^ ', 
o piu generalmente si supponga che f sia U prodotto di due funaoni 
f, e ?._,_, la prima delle quali possa contenere mtte le varbbili j,, 
X, , . . . X, , e la seconda non conteiiga che le prime n — r — i, e b 
questa ipotesi le quantity 6^^ , 6._j , , . . 8,_, , 8^_,_, si suppongano 
determinate successivamente per mezzo delle formole: 
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Jff.ix, — 9^,J<fJx, = O, 
f[K-,f9Jx.)dx,_, - K_,ff9.dx^,dx, = o, 

f{^n-.ff'fndx^,dx,yX,_^ - K-,jjf9ndx^.Jx,_,dx^ = O, 

jY'-'jj-- ffJx^-r^^dx^^^^ ... dx,Jdx,_^ 

— ^n-r-ij J ••' J 9,dx,_,dx^,^, 

owero 



. .. dx, = o, 



fh,ix,-K.JfJ 



X --0, 



fff9ndx,_,dx, - ^^,jJ9ndx^_,dx, = o, 
fffffndx^Jx^Jx, — K-,fff9ndx,_,dx^,dx, = o. 



//■•■> 



»^^.-r^^«-r+, ••• ^^« 



Xn 



— K^r^iJ j • • • y ?n^^.-r^^«-r+, - * ' d X^ = O, 

dove s'intende che le limitazioni dei successivi integral! siano facte come 
si fanno successivamente in /^^, e si suppone che 9^ sia anche tale che 
gli integrali dei secondi termini che moltiplicano successivamente 6^^ , 

®.-a > ^«-j > • • • ^n-r-i slauo diversi da zero. 

Mora la formola precedente si ridurrd all'altra 

4 = ®o/ /••• I <fdx,dx^ ... d 
+ /(e. -ejdx,yy... f^dxjx^ ... dx,+ ... 

+ y y • • • y C^^-r-. — ^.-r-J^^,^^, • • • ^^^-r., X 

Xyy ... J 9dx,_,dx^^^^ ... dx^; 
e noi intendendo riuniti i varii termini, o prendendo 

% — ^i — ^a — — ^n-r—a "> 

JTtfMi. Cir€. httUtm. PaUrmo, t. XVIU (1904). — Sumpato il 16 •ettembre 1104. 



U scriveremo senz'aliro sotto la forma 



-If-P- 



^ ^.^, '^ ^-_.+, ■•• 'f*. 1 



/.= /"/"■•■ /'« fdx,dx, ... dx. 



i'. 

dx^dx^^_ . . . da:. 



e se in quests 9^,_, sari divenun conrinua nel campo w rispcito ^e 
variabili *, , ;Cj , ... x,_,^, che vi figurano e non conterri fc, o se con- 
tencndo /; avri un liniile detemiinato e finito ^,_,_, , tol lendere del 
punto (x, , Xj , ... jr_) al punto e restando in u e col crescere ioJefi- 
nito di h, allora basteri che per i^uesta funzione siano soddisfatie Ic 
condizioni del paragrafo precedenie, o altre che potrebbero trovarsi, per 
potere dire che si ha lim /„ = 8,_,_, , G^ , dove 0,_,_, ft dato dalla for 
moia precedcnte, per modo che in pardcolare se la funzione f non 
condene Ic variabili jr_ , a.__ , .v._^ > ■ - ■ ^._, avendosi allora ^__ = i, 



//->'-^ 



■ i'. 



//.../. 



.. dx 



/(-"■i > -'■i ' ■ ■ ■ O indipendente da h, <\\iesto 6,_,_| sari il valore medio 
di / nel campo delle variabili che mancano in 9. 

E del resto, osservando che per essere f ^ ?, ?^,_, si ha 

f f ■■■ fffdx^_,dx^^, ... dx^ 
si vede subito che sari anche 
dove con /^,_, abbiamo indicato I'int^rale 
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*, 



= 9^r_. /y ••• J 9,dx^,dx^^^, ... dx^; 

« da questo apparisce che si viene ora a cadere nel caso di un campo 

•>^ , reladvo soltanto alle n — r — i variabili x, , x,, .. . x. . , e 

al quale corrisponde la funzione <p^_^_, ; e quindi i casi di validiti della 
formob precedente lim/^^=0^^_j ^ G^ saranno quelli che si hanno per 
quesd ultimi campi di n — r — i dimensioni per la funzione 



fn^r^^ O K^r^v j J '" j 9n^ ^n^r ^ X,^,^, ... d 



Xn 



quando la funzione 9 corrispondente 6 la 9„_y_, . 

E questi risultati varranno naturalmente anche nel caso considerato 
in modo speciale nel paragrafo precedente, quello cio6 nel quale la 
/(.v, y x^y , . . xj i conrinua in e o almeno e tale che i suoi valori 
tendano a un limite determinato /^ coiravvicinarsi indefinitamente del 
punto (x, , X, , ... x^) al punto e, e col crescere indefinito di h se 
/(jc, , x^y ... xj contiene hy per modo che quando si verifichino queste 
condizioni si avranno cosl anche altri casi di validitd della nostra for- 
mola lim 4 = /, G^ . 

21. Aggiungiamo che se la scorn posizione di 9 nel prodotto <p,9^y_, 
non pu6 farsi coUe variabili x, , x^ , ... x^y 'A processo precedente non 
sari subito applicabile; per6 basterd fare, anche soltanto pel campo co, 
un cambiamento adattato di queste variabili in altre 5, , ^^ , . • . 5^ (che 
potranno per6 dipendere da h) per ottenere ad es. che 9 divenga indi- 
pendente da alcune delle nuove variabili p. es. dalle 5« , 5«_, » • . • 5^^ , 
e allora, salvo ad avere riguardo alia presenza del determinante funzio- 
nale che verri a figurare nell'integrale trasformato, si potranno ancora 
applicare le considerazioni precedent. 

£ questo appunto quello che accade per la solita funzione ^ (0^ 9, n) 
delle funzioni sferiche considerata al § 12, nel qual caso colla introdu- 
zione delle variabili y e 9, corrispondenti al punto M'(6', 9') preso 
come polo, Tintegrale 



I 
si riduce all'altro 



« = ;^//M ?) + («, ?>«)'iOa? 



-Jf^ 



/Cr, ?. f^^-t''-^ ''yi9. 



St 



nel quale la -— - ' - ^ — ^^ chc viene a figurare come funzione y Speait 

I /"" 
dalla sola y> ^ il ^._r-, ^ riduce ora a — / /(y, 9,)^^,, doi alv* 

lore medio di /(O, f) lungo 1 paralleli piccolisstmi descrim da Al' come 
polo col raggio sferico y, quando questo valore medio ha un limhe 
determinate Af„ per y ^ o, E aliora i casi di validitA della formob cor- 
rispondente lim I^ =^ ^._,_,., G^ = M^ si troveraiint' subito applianda 
per I'intorno a destra del punto y = o i teorerm general! dati ne!k mil 
Srrie di Fourier per le funzioni di una sola variabile, col suppone on 

1. 1 f ■ -A -1 '^rP,(cOSY) + P^,(cOSYll 

cbe la funzione f cornspondente sia la '- ■ ~~ — '-^^^ '-^,e 

la funzione data sia la F(y) ^ — / /(y, ^,)ii!p, , coa cbe le condi- 

zioni rebtive a questa funzione F{y) si ridurraniio a condisoni simili 
relative alia funzione /(O, ^) lungo i piccoli tratti di cercht tnasami 
9, = cost, uscenti dal punto M (8', y'). 

22. Questi risultiti tamo generali permettono dj estenderc alle fun- 
zioni di piCi variabili reaii date arbitrariamente in un campo C 1 risulDii 
dati nel mio libro Sutla serie di Fourier per le espressioni analitiche 
per serie delte funzioni di una sola variabile. 

Sia perci6 9 una delle soiite nostre funzioni In un campo C che on 
supporremo a m dimensioni, e dipendente o no anche da altri parametri 
che non siano le sotite variabili x, , x^, . . . x^; e in questo campo 
essa abbia uno o piii dei soliti punti singolari «, , e,, ... e , pci quaU 
ammetteremo che essi, dipendentemente dal valore degli indicati pan- 
metri, possano variare di posizione, sempre restando in C, e anche va- 
riare di numero a secondo della loro posizione, pure restando sempre 
in numero finito; e in ip la quantiti sempre indicata con h ammetteremo 
che dipenda da un numero n che prende tutti i valori interi c positivi 
(lo zero ind,), e la Indicheremo perci6 con A, . 

Intenderemo che i parametri tesi^ indicad siano appunto i vakni 
5,,. 5j,, ... i„, (,s = I, 2, ... p) delle soUce nostre varbbili x,, 
Xj , ... x^ nei punti singolari e, ; cosi la nostra funzione 9 che rappre- 
senteremo ora con 9, verri a dipendere dalle variabili jc, , x, , ..■ x^ 



^m 
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e dalle altre 5,,, , 5,,, > • • • ^m,sO = i, 2, .../>), e con essa, quando 
s'indichi con G una quandti diversa da zero e indipendente da n, che 
potrd poi essere fissata, e potri ancbe farsi dipendere come 9^ dai valori 
•1,* > ^a,t > • • • ^m,/ ^^^ variabili nei varii punti e, , potremo formare 
la serie 

X)rrispondente ad una funzione /(x, , x^ , ... x^) data arbitrariamente, 
ma sempre finita e atta airintegrazione pel campo C al quale s'intendono 
»tesi gli integrally e indipendente da n *). 

La somma del primi n -\- i termini di questa serie sari I'integrale 

ij J •••J^'P-^^'^^^ ••• ^^^' 
e a questo potremo applicare i risultati del paragrafi precedent!; quindi 

se/e9, saranno tali che agli integral! I I ... //?«^x,dx^ ... dx^ 

estesi ai campi entro C che indicammo sopra con K siano applicabili i 
risultati dei SS ^3 ^ ^S' ^ ^^^^^ stessa avri un significato dipendente 
soltanto dal modo di comportarsi della funzione /(x, , x, , ... x^) negli 
intomi 6>, ,»,,... »^ dei punti d, , e, , ... e^ entro e. E precisamente, 
se in generale sari G^ tl limite per n = 00 dell'integrale 

J J '••y^-^^'^^« •" ^^"^ 

esteso all'intorno co^ , e /^ sari il valore di / nel punto e, o il limite dei 

valori (che supporremo esistere) che prenderi / awicinandosi indefinita- 
mente al detto punto e^ , la somma della serie (22) sari 



*) Se volessimo continuare ad ammettere che /(x, , x, , ... xj) potesse dipen- 
dere da n, invece della serie (22) bbognerebbe considerare Taltra meno semplice 

+ 10'^ J J '" jUn^n—fn^i^n^i)dx^dx^ ... ix^ 

:ke ilel resto a studierebbe ugvalmente. 
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tune le volse cbe ncgli intomi di casaiDo ia pacti f , , f, , . .. t \i 

f{x, , *, , r_), c occofrendo U o, , soddtsfioo a qiulouu dcilc coo- 

lirnoni cfae si ndtatsao per rapptitsbiliti eld risuiuci dei ^^ 18 e \% 
nwotre se in nmi o ia akum dd pund e, , ',,.-.< la funzxnfr 

/(x, , X x_) arri discoadnuiii tali cbe veagano a perdere il loroj 

significuo le corri^ioadcnti qmntiia Ksrt indicate con f, , f, , ■•■ f, 
aDora a ijucSK quantitl cooverri sosntuiro cerv vaiori medii delk liah 
ziooc data ndnnromo dd pund stessi cotne n disse al ^ 20 quanikb 
ruuldno loddisJaite Ic coadiziom dd pongrafo stesso. 

2]. Si coaprendt: poi chc nd cast pardcobri, e spedalmente iiiunit 
U campo «a sottaoio a doc o ancbe a trc dimen^oiu, cioi qiuado 11 
funnone / sta daci sopra una 5u{K-rfidc o cncro un ccrto volume urifr 
nario, c gb integralt si riducano 2 tncegrali doppii o a integnlj ttiplt ^ 
cbe sari appunio il caso ordiiurio} potranno aversi risulod moUo scoip&d- 

Cos) ad cs. quaado esseado b supertide una sfera di ra^n uno 
U funzioac / si riduca alh luozionc /C*, «) e la f sia qu<:lh '^ (0, 9, *) 
conaderata ai ^^ 12, 17 e 21, allora, per quanto a trov6 ai pangrafi 
itcsti : n ond« potere dire die b serie di fuoziooi sferidic 

« per un punto (fi', 9') di continuiti rappresenta appunto il valore 
«/{*>', 'f'') della funzione dau /(^, 9) basteri esscre certi che : 

1° tungo t meridiani e i paratleli della sfera la funzioDC stessi 
u faccia un iiumero di osctlhzioni sempre inferiore a uno stesso numeio 
« 6nita, o quando vi siaiio Irani di questi meridiani o paraileli uei qiuli 
« quesio non avvenga le ostilbzioni D^ delb funzione per ogni piaoio 
« intervallo S dei tratti medesimi, non compresi in un intorno determi- 
o nato ma arbitrariamente piccolo del puato (0', <f'), sia di un ordinc 
« di piccolezza superiore a quelle di ^Z, per modo che il rappono -^ 
D per ogni intervallo S e per qualsiasi meridiano o parallelo sia inferiore 
« a uno stesso numero arbitrariamente piccolo. 

a 2° che sui piccoli tratti dei circoli massimi uscend dal punto 
0(8', 9') e compresi in un piccolo intorno di questo punto b funaooe 
« non facda oscillazioni, o alnieno le osctUazioni in ogni intervallo 4 
oquesti piccoli tratti siano dell'ordine di piccolezza degli intervalli stessi ; 
a o anche che considerata b funzione data /(d, f ) ad tratd dd men- 
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« diani (o dei paralleli) compresi in un piccolo intorno o) del punto 
« (0', f ') limitato da meridiani e paralleli sia sempre crescente su tutti 
« qud meridiani (o paralleli), o sia sempre decrescente, o resti bvariata, 
« per modo cio6 da potere applicare il secondo teorema del valor medio 
« all'integrale I^^ ». 

E valendosi dei risultati dei §§ 20 e 21 si potrebbero enundare 
dei teoremi anche pei punti di discontinuity (6', 9') che /(O, 9) avesse 
sopra la sfera. 

Questi risultati estendono e semplicizzano d'assai quelli finora cono- 
sduti sopra le serie di funzioni sferiche che servono alia rappresentazione 
analitica di una funzione data arbitrariamente sopra una sfera *) ; e 
quello che i in particolar modo notevole t che essi risultano da processi 
generali che mettono in evidenza che si avranno altri risultati simili per 
la sfera partendo da altre funzioni 9 delle quali alcune riteniamo che 
possano trovarsi con faciliti, e altri si avranno per altre superficie, come 
ad es. per le funzioni date arbitrariamente sopra rdlissoide etc., bastando 
per questo trovare una o piu funzioni (p corrispondenti. 

E risultati simili potranno aversi per le funzioni date arbitrariamente 
entro un certo spazio, etc. 



Pisa, gennaio 1904. 



Ulisse Dini. 



^) Vedi la mia Memoria Sopra le serie di funzioni sferiche [Annali di Matema- 
tica, tomo VI, serie II, pag. 112]. In questa Memoria i processi seguld portarono al- 
cune condirioni anche pel modo di comportarsi della funzione /(6, (p) neH'intorao del 
punto della sfera diametralmente opposto a quello (6', (p') pel quale lo sviluppo viene 
fiitto; on queste condidoni vengono tolte coi processi generali che ho esposto nel 
presente lavoro. 



SUR UNE CATfiGORIE D'eQUATIONS FONCTIONNELLES. 

Par M. Cyparissos Stephanos, i Achenes. 



Si Ton se pose le probl^me suivani : 

Quelle est la condition nictssaire tl supsanU pour qu'um fondiM ^ 
de deux variables F(,x, y) soit repr^etilabU par une formuU uUt jw: 

F(». y) = lT.{»)+,0) (i=i,t....),| 

on Eirrivc i cc rfsultac, quo : la condition en qutsiion cotisiste dam fisa- I 
■MiiissiiiiCiil iiUiitique da dikrminanl: 

F ^^ .El 

ax ■■■ dx" 

dF d'F d"*' 

dy dxdy ' ' ' dx^c 




a"F d^'F B'-'F 

dy" dxdy" '" dx"dy'' 
Voici quelques r^sultats de I'applicarion de cene proportion ginSrale 
i des probl^es particuliers. 

I. Si Ton se demande quelles sont les fonctions /(x) doniuntlieu 
i une formule d'addition telle que : 

on trouve que ces fonctions doivent itre telles que 






Sx~ 



= o» 
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c'est-d-dire qu'elles doivent satisfaire i une Equation diff^rentielle bomo- 
gdne k coeflEcients constants. 

On voit par li, qu'en dehors des polyndmes entiers et des expo- 
nentielles e"*, les seules fonctions ayant la propri6t6 en question (pour 
quelque valeur convenable de m), sont celles de la forme: 

ou les /, , /j , ... / d^signent des polyndmes entiers en x. 

2. D'autre part, si Ton consid^re une fonction ration nelle 

qui soit le quotient de deux polyndmes d'ordre nty on reconnait ais^ent 
que le quotient ^^-^^ — ■ -^ ■ est toujours exprimable par une somme 

de m produits 9,(x)^.(y). 

L'examen du probl^mc inverse conduit au r6sultat suivant: 

En dehors des fonctions rationnelles, form^es par le quotient de 

deux polyndmes d*ordre m, il n^y a pas d'autres fonctions /(x), qui 

soient telles que le quotient -f-^ JSII soit exprimable par une somme 

de m produits fi(,x)^^(y). 

On se rend compte par li dans quel cas pent avoir lieu une relation 
de la forme: 

3. fitant donn^e une fonction rationnelle f(x) =/j(x) :/,(x) dont 
les deux termes soient des polyndmes d'ordre m, et que Ton suppose: 

/a W = (^ - ^,)(^ - aj . . . (x — 0> 
on pent d^montrer qu'on a la formule *): 

x-y ~ ^^'(.x-a,)(^x-a;) ...{x-a,) 0= '• 2. ... «). 



oil 






•) C'est en partant de cctte formule que Tauteur a 6t6 conduit aux r^ultats de 
la pr^ente Communication. 

Mtmd. Ore. Msitm. PaUrmo, t. XVIIl (190^). — Sumpato il 3 noyembre I904> 46 
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Rtciproqiiement, si Ton demande quelle doit fitre une fonction /(jt), 
pour que Ton ait : 

^^4^^ = I?,(«M,0)(«-rt'- (.■ = ..^...-» 

on reconnait, d'apr6s Ics risultats du n° 2, que la totiction f(x) at 

pcut itre que le quotient de deux polynfimes d'ordre ■- ■ ■ au plus. 

Si I'on cherche, en partioilier, dans quel cas le d^veloppement ik 

x—y 
m termes: 



■ par la forniule de Lagrange conduit i une expression i 



. !...■! 



' a'-'U'(v)TO)'] 

il Sf- 

on trouve que ccia ne peut arriver que dans le cas oCi f(x) est Ie 
quodeut d'un polyiidme d'ordre m, divis^ par la puissance m"*" il'un 
bindme ax -j- b. 

4. Les risultats du n° 2 peuvent fttre ginirajisis pour des fonctions 
F^x, y) satisfaisant 4 I'^quation difRrentielle bien connue: 
dF dF , , . d-F 

et exprimables par une somnie de m prodtiits fX^)^i(.y)- 
Hddelberg, t2 aoQt 1904. 

Cyparissos St£phaijos. 




SUL TEOREMA DI BACKLUND NEL PIANO. 



Nota di Ernesto Pascal, in Milano. 



Adunanza del 34 luglio 1904. 



Esaminando i fondamenti della teoria delle trasformazioni di contatto 
si presentano a prima vista naturali due estensioni in due diverse direzioni. 

In primo luogo potrebbe presumersi che si possano costruire altre 
trasformazioni le quali stieno a quelle di contatto come queste stanno 
alle trasformazioni puntuali. Una trasformazione di contatto in n -\- i 
variabili conserva, come si sa, i contatti di i° ordine e di ordine supe- 
riore di due variet4 ad n dimensioni; ma se due di tali varieti hanno 
un punto comune P, senza avere in esso contatto, le loro trasformate 
non avranno in generate un punto comune che sia il trasformato di P. 
Si presenta allora subito la domanda : si possono costruire anche tra- 
sformazioni le quali non conservino i contatti di i** ordine, ma conser- 
vino solo quelli di 2° ordine e di ordine superiore ? owero, pid gene- 
ralmente, che non conservino i contatti sino a quelli di ordine r — i, ma 
conservino tutti quelli a cominciare dall'ordine r°*° in poi ? La questione 
fu posta da Lie (Math. Ann., VIII, pag. 223) e risoluta in senso ne- 
gadvo da Backlund (Acta Universitatis Lundensis, X, Lund, 1873-74; 
Math. Ann. IX, 1876, pp. 297-320). 

Questo Autore fece vedere che non si pu6 costruire una trasfor- 
mazione la quale conservi i contatti di ordine r^ i, senza che conservi 
anche i contatti di i^ ordine, e che quindi non sia una trasformazione 
di contatto ampUata. Di questo importante teorema si occuparono poi 
tncbe, con ahrc ^^ edpzig. Berichte, 1 890, pp. 192-207) 
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Un'altra presumibilc estensione dellc trasformazioni di conono i b 
seguente: In una ordi^iaria rrasformazione di contatio ad « -[- i varia- 
biii, una di quesie £ funzione di tutte le alcre, le quali sono fra loro 
tndipcndeiid ; si possono formare n-asformazioni di contatio in cm mm 
una, ma due o piit delle variabiti figartno funzioni di tutte le alo'e? io 
altri termini, si possono cosiruire trasformazioni, mn piintuaU, dello 
spazio ad n + 1 diraeosioni, per le quali due varieii ad n — v (v>o) 
iluucnsioni e che sicno di contano restino di conrano anche dopo It 
trasforniazionc ? Ora anche a (^ue»ta domanda si rispondt; negam'ameite 
come mostro Engel iidla sua Disserlaiione. (Matli. Aun., XXXUI, pag. jj, 
e Leipzig, Berichte, 1890). 

Lo scopo di questa breve Nota i: & prcscntare una dinioslraziuiie 
(che ho esposto durante quest'anuo ■scolasiico 1903-04, nel corsodiAni- 
lisi superiore aH'Universiii di Pavia) del teorema di Backlund per il 
caso del piano, dimosirazione dalla quale appare, con molu e^idcim, 
qual'S il putito (londc scitnrisce I'incompatibilitJ delle formole per li 
coscruzione di irasl'orniazioni della iudicata specie pin geuerale. 



Se X, y soiio le coordinate di un punto del piano, conndertimo 
come deitiento del piano quello le cui coordinate sono date da x, j, j', 
y", ..., y, dove y', y", ..-, abbiano il siguificato di dcrivatedijr 
rispetto ad X. 

Immaginiamo poi una trasformazione dell'elemento, ciod : 
/ ^. = ^(xy/y" . . . y") 

\ y. = y(.xyy'y" ■ ■ ■ j'") 
(0 ( >; = T^xyfy" . . . y") 



\ y," = Y^'\xyyf . . . y"). 

Se questa deve essere una trasfortna^ione dell'elemento, bisogna che i se- 
condi niembri sieno jnii^ioiii indipendenli dei loro r -^ 2 argonreiiii, e 
cioi che le fonnole (i) sieno inveriibili, e che inoltre naturalmeme le 
y'li y"if •■■ y'r''' abbiano rispetto i y, e x, lo stesso significato cbe 
y'y" . . . y" hanno rispetto a ^ e jc, cioS che sia : 

dy^ „ dy', („ dy* 



y,= 



dx. 



y, = - 



owero : 



dr 



dr 
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Esaminiamo queste condizionL Si ha: 



yi») ^_ 



oX J . oX J , aXj,, , ^Xj/,,) 



dx '^ dy ' By' dy^' 

a r-'» , a r"-" , , a r"-' „ , , a f"-' „,., 



a^c ^ a^ -^ ' a>' -^ * * a/^ 



dx ^ dy -^ ^ By' ■' -^ ^ df'^ 

nu dovendo per le (i) F'*' essere indipendeiite da y"*"", ne viene la 
condiaone : 

/ a r— ' a r— > , , , ayi;^!' <'>\ ^^ 

\^ ax "^ a> y^ ^ ay-'^ jay 

^ _ {JA- j_ ^-^ ' . .1. ^^ w\ a r"-" _ 

\ ax "^ a^ ^ "• '" d/'-"^ ) dy^" ~ 

coUa quale la F*'' pu6 scriversi: 



BY 



(1-1) 



^„(f) 

(4) F<" = Yx 0=1, 2,... r). 

ay" 

Dalla (3) mutando 5 in 5 -}~ i si hsi : 

(BY^.BY^ , , ■ BY''' ,„\ _aX_ 

\ a* "^ a^- ^ "•"*•* "^ dy->> ^ ^y„ 

^ /BX BX BX ^rkdY"' _ 

\Bx "^ By^^ •■ ay-'*^ ^ ay) ~ ' 

(BX \ 

se — — ■ 6 diverse da zero): 
Bf'^ / 

ax rax / a^F'— ^ a' f'— ' a' r— ' ,„\ 

ay')|_ay" \ax ay* a> ay* ^ "'"■*'"'" ^yir-) ^yW) y j 

BP'-'' / B'X B'X . B'X „A-| 

B/'^ \BxBy^'' ByBy^'^^ ^ B y^'-'^ B /'' ^ )j 

_{BX,BX BX ^S( BXB'r-" BY^-'^ B'X \ 

\dx"*"a5r^"* ^B/'-*^ )\B/'' B/'^" B/'^ ay*7 °' 

e se in luogo di 

/BX.BX,, , dX ^XdY"-'' 



dy 
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poniamo il suo valore dato dalla (3), abbiamo, a meno del factore co- 

d X 
mune — -: che abbiamo supposto diverso da zero, 

oy ^ 






= 0. 



ay^^ V^^dy^ a^ay^^ ^ ^ dy^^-'^dy^^^^ ) 
yr-'^ / ax ax , ax ,,A 

E sottraendo dalb derivata parziale del primo membro di (3) rispctto 
ad y^'\ il primo membro di questa ultima relazione e uguagliando a 
zero si ha : 

ar^'-'^ ax dr^'^ ax _ 

la quale, facendo variare 5 da i ad r, mostra che ciascuna delle funzioni 
F, F, F", . . . y^''"'^ contiene le variabili /"""'^ e y^' nello stesso modo 
con cui le contiene X, cio6 che tali variabili entrano in X, Y, ... F*'"'' 
combinate sempre in un'unica funzione ^(^y^^~^\ y^^^)- Di qui si deduce 
che anche 7^'^ contiene 9 e non contiene altrimenti y^^~^^ e y^^\ giaccW 
per la (4) per 5 = r si ha 

ax a? ~ ax * 



a 9 ^y^) a 9 

e quindi Y^^^ i una funzione di 9. 

iVa se le XYY'... Y^'^ sono tutte funzioni di 9 e non contengono 
altrimenti )'^'~*\ v"^\ esse non saranno funzioni indipeftdenti, e quinii 
la (1) non rapprcsenta una vera trastormazione, perche non sari inver- 
tibilc; Ic forniolc (i) stabilirebbero una relazione fra le coordinate d«^l' 
rdcnicnto trasformato. 

ax 

Considcriamo inline il caso, escluso di sopra, in cui sia ==0- 

dy^^^ 
l\ille (4) si veJe che allora deve aversi 



a }' a Y' a r^-'^ 



— = 0, = 0, ... 

ay ay* ay* 



= o, 
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e quindi la y^''^ non pu6 allora essere contenuta che solo in Y^^K Ma 

essendo sempre, per le (2), Y^""^ = ^y , e y^*^"'* e X non conte- 

nendo y^'^\ ne viene che la trasformazione (1)6 allora la trasformazione 
ampliata di una delle sole variabili x, y^ y\ y'\ ... y'~'^ e, riperendo 
su questa il medesimo ragionamento fatto di sopra, si deduce che o essa 
6 inesistente (cio6 non 6 una vera trasformazione perch^ non e inver- 
dbile) owero 6 a sua volta la trasformazione ampliata di un'altra nelle 
sole variabiU x, y^ y', ... y^^"^^; cosl seguitando si vede che, se vogliamo 
immaginare che le (i) rappresentino una vera trasformazione, cio6 che 
i secondi membri sieno funzioni indipendenti dei loro argomenti, si 
grunge al risultato che tale trasformazione non puo essere che la tra- 
sformazione ampliata di una ordinaria di contatto, cio^ di 

X, = X{xyy) 

y, = Ydxyf) 

y[ = r(ixyy) 

in cui le X, Y sono legate dalla relazione cui si riduce allora la (3) per 
5=1, cio^, secondo la nota notazione, da [XY] = o. 



MUano, luglio 1904. 



E. Pascal. 



SULL'EOUILroRIO DI UNA PIASTRA ELASTICA, 
ISOTROPA, INDEFINITA. 

Noti di Orazio Tedone, in Geneva. 



AdonHU itl 14 latHo i< 



I. I probtemi a cui accenno nel dtolo di questa Nota, sono sun 
risoluti da me comjiletamente, con mczzi molto sempiid, in ana Memorii 
degli Anoali di Matcniatica "). Ritornando per6 a consjderare I'argoniento, 
mi i riuscito di siabilirc uoa formola d'inversione che perroene di dare 
aile formok di risoluzione di questi problemi una graiide coDOMone; 
e, okre chc per Ii> scopo indicate, torno ad occuparmi di essi inche 
per mettere in vista alcune altre idee generali che possono servire util- 
mente nella risoluzione di simili problemi. 



2. Suite fun:^iom biarmonkhe. — Supponiamo aache qui che la [Ht- 
srra sia limitata dai due piani paralleti ^^o e^^=6>0, che indi- 
cheretno ancora con d, e o^ , rispettivamente, mentre indicheremo con 
S la porzione di spazio da essi compreso. Si mostra ora, fadlmente, cbe: 
ogni funxione biarmomca e regolare, nell'ivterno di S, si pud sempre pern 
sotto la forma 

(0 * + ??, + ft — *)?,. 

dove *, 9| , ^j sotio funxioni armomche t regolari in S, cd, itioltrt, f, 
si annulla su ts^, e ip^ si annulla su <t, *•), (Subiliamo una volci per sempre 



') Saggh di una teoria gentralt delU tqua\., etc., Mem. II, t X, s. Ill, pig. 't' 

**) Un tearenu analogo si puA ttabilire per ogni spatio finito, od iofiiuta, liint- 

tato soltanto 4a piani o da sfere. Ne viene che, per ogni poriione di spaiio di i^iksu 
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che quando una fun2doae armonica porta I'indice i intendiamo che essa 
si annulla su a^y mentre, se porta I'indice 2, intendiamo che si annuUa 
su (tJ. Per convincersi della veriti di questa proposizione basta osser- 
vare che si pu6 determinare ^ in modo che la funzione (i) acquisti su 
ff, e ff, valori dad, e si possono determinare 9, e 9^ in modo che il 

A* della (i), ossia 2^(9^ -}- 9 J, che 6 una funzione armonica gene- 

rale, acquisti su (t^ e a, pure valori dad ad arbitrio. 

3. Su una f ormolu d* inversions — Ricordiamo, prima di tutto, le 
note formole di C. Neumann e di Hankel: 

(2) { R = t^/* — 2/pcos(i — a>) + p* 
'^^^ = £'^^f^f'^f£j^(^^OLOOidt ♦) (v = o, 1,2,...), 

in cui le /^ rappresenCano le solite funzioni di Bessel di prima specie 
e d'ordine egyiale airindice. Le ultime fra le (2) possono considerarsi 
anche come casi parricolari della prima. Noi supporremo che le 4> (p, a>), 
V(p), nelle (2), sieno finite e continue, non abbiano infiniti massimi e 
minimi e per p = 00, la 4» per ogni valore di co, si annullino del se- 
cond*ordine almeno. Sotto queste condizioni che non sono le piu restrit- 
dve, le (2) valgono certamente. 

Ricordiamo anche il teorema di somma per le funzioni di Bessel: 

(3) /.0«)=/oOO/,Op) + 2i,AOO/.('P)cosv(<l;-a.) **). 

I 

Supponiamo ora di aver da determinare la funzione (/, •{/) daUV 
quazione 

(4) ji£f^f£f(^Otdt£'Hf, a.)y.o«)d« =/a if). 



natuia, facendo astrazkme da difHcolta pntiche, b lisoluzioiie dd problemi soUe fdo- 
zioni bumxmkfae ed, m particoUre, quella dd problemi di equQibno das6c3 per cui 
le forze di massa sooo nulle, t ridotta, sopratutto, alia riceica «ti b::oac csprasiooi 
analitiche per le fannom armoDkbe, in quesd spazn. 

•) Vcdi : Heixe, Hamdb. dcr Kugdf, I« Bd., p. .m^ ; XniSFX, HtWJ. d^r TemsrU 
dsr Cylimdtrf, p. 550. 

^ YcA: Hedce, loogo dtaio, pag. 540. 

Grc Uttm^ Pmim m; x. XYIH (1904). — Susytto i 4 ■ 



(4') 
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dove /(/, 4') ^ vma funzione nota che soddisfa alle stei^e condiztoni c 
soddisl'a U * prccedcntc e 9(1) H pure una funzioiie noca. Per risoh-ere 
qacsto problenia, dopo aver cambiaio neila (4) (, p, w, t, if ^!S(wttiv^ 
meace in i, , p, , w, , p , w, moltiplichiainone ambo i membrj per 

27. ?C0 

ed integriamo, rispeno ad u, da zero a 2 ir e, rispeno a p c a i, da zero 
a -j- 00. Avremo cosl 



«(p.. -,)/.(',«>, 






K 



«, = »'p" — jpf, cos{u — oi,) + p; . 

Si Irova subko, per U (j), 

j[""/.('«);.o,fi,)''" = "/.(")/.Op)/.(',p)/.o,p,) 

+ 4''i.;.(>r)/.0p)/.0,p)/.(i,f,)'<»»» -»J- 

Sosdtuendo questo risultito nclU (4') e quiiidi, notando che 

jC"K',);.0,p,)',J',/'/.0,p)/.(pOp''p = ?(')/.('?,), 

il primo membro della (4') stessa divcnta 

^^p,'^.J^'<i'j[^\p..'-.)[A00AC'p.)+2|:.A('0/.('p.)<:osv(i-^.)]^'', 

=^y"p,'^p./"'^'/'Vp,."j/o['K/'-2/p,cos(.i— «.)(p:]jo>,^o(a). 

Abbiamo dunque la fomiola 



•) Questa formola si pu6 potrc in relaiione con uo'altra analogs che abbisno 
data recentcmcntt, in una Noti delf'Acc. dri Lined (vol. XIII, 1° sem., ser. j', fa- 
sdcolo 3°). Se abbiamo I'equazione 

j^_/^"j'_/^"cosi(S-»)«_£^»0,',)Ji,y"'Hf.i)«»',Ci-j)Ji=/('.r>. 
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Inversamente si prova con molta facilid che questa funzione 6 soddisfa 
alia (4). £ cbiaro che affinch^ la (5) sia valida la <p(/) deve soddisfare 
a condizioni che facilmente si scorgono e che perci5 non staremo ad 
enuodare. 

Pill in generale la funzione che soddisfa all'equazione 

t data dalla formola 

4. Problema delV equilibrio elastico ml caso in cui, in superficie, sien 
dati gli spostamenti. Prima mciodo, — Le componenti degli spostamenti 
w, v, w in un punto interno di un corpo elastico, isotropo, deformato, 
nel caso in cui le forze di massa sono nuUe, soddisfano alle equazioni : 

.a , ^+(^56 ^, , X+(xde . x + fxde 

^ \L dx ' ' iL dy ' ' [L di 

^ ' ft ^^ I ^^ I ^^ 

donde risulta, com'6 notissimo, che 6 6 funzione armonica e che u, v, w 
sono funzioni biarmoniche. 

Supponiamo ora che i valori di «, v, w dati su g^ , a^ soddisfac- 
ciano, su ciascuno di questi piani, alle condizioni generaU a cui abbiamo 
accennato nel n° prec. 

Noi possiamo sempre porre: 

v, = fV + u\'' + (.K-h)9':'> 
dove C7, r, W rappresentano le funzioni annonicbe e r^olari in 5 cbe 



appHcando due volte procedimento coU indicate, si trova : 

Passando ora da coordinate cartesiane a coordinate polari (e perci6 si pu6 consultare : 
Hum, luogo dtato, p. 442) e supponendo che f dipcnda solo da Vt^ + <J » si trova la (5). 



su o, e Oj acquistano i valori assegnati ad u, v, w, rispettivamentt, e k ip 
sono pure funaoni armoniche c r^olari che si annullauo, come abtnamft 
deno, quelle con I'indice i su (t, e quelle con I'indice 2 su w^ . 

Affiacbfi, intanto, sieno soddisfane le prime tre equazioni (6), d^ 



s^' 



^'■■'^ 2U dx 



" + « + 



'A + |t3e 

2i» dy ' 






Ora, nella Memoria diata abbiamo dimostraio che, 9 esscndo una fun- 
zionc armonica, qualunque, rcgolare in S, si pui scmpre porre 6 = ^,^ 



cssendo 

<t\" + »'." = 



itra funzione pure armonica e regolare in 5; ne viene quintli: 
2fi dx' ^^ ' '' 2ft dy' 



j.« + ,;.. = _Hi£s. 



Perci6, se spezzkmo Q e 6 aellc sommc corrispondenti 9, + 0,, Qj-}-^ 
OX ay 



e nonamo che ^^ e 3-;; si spezzano precisamente come 6, avremo 



subito : 





^' 2H Sk 


2|* Sj ' 


^- 2^ a, 


». 2p " 




e possiamo quindi scrivere : 




I 2|i 




(7) K. r ' + 

1 2|» 


'/ 39 .3«.\ 






ft« - *«.)■ 



II problema 6 cosi ridotto a determinare la funzione 6 in modo 
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che sia soddisfatta I'ultima delle (6), ossia I'equazione 

^^^ dx^ dy ^ d:^ HL ^^ 2(x "\dx,' dt/ 

Introdudamo ora un sistema di coordinate cilindriche /, if, :^ in 
modo che sia x ^ Icos^, y =^^ sen 4^, mentre, per i punti (£, ») di 
a, e (T^, poniamo $ = p cos o), >) = p sen a*, e poniamo pure 

R = Vl' — 2/p cos (^ — 0)) + f\ 

Chiamiamo, quindi : u, (p, w), v^ (p, w), u/, (p, w) i valori dad per a, v, 
a; su <x, e tt, (p, 0)), v , (p, w), w/^ (p, w) quelli dad su a^ e, similmente, 
iadichiamo con 6, (p, w), 6^(p, w) i presund valori che 6, acquista su (x, 

e quelli che 0, acquista su a, . 

G>n queste convenzioni le (7) diventano : 

e possiamo porre anche: 

-^^P'd. ?rrpi"7o ».(P'")/oOi?)^«. 



(10) 






Dovendo essere 6 una funzione armonica possiamo porre anche 



^) Vedi p. es. Heine, Handh, der Kugdf., 2^ Bd, p. 191. 
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9 = e, -|- e, 

dondc segue ^^ 

"*" "/"'"''X T' - ^'■ '"/"'■^''' "'-'•''*'''"■ 
«. = - -ir fp-'p r ,''.i~'~i. '" r''.(f' ""ihi'm" 

Sosticuendo, nella (8), questi valori di U, T, fF, 6, ft, , d, eil m- 
dando al limite, per^=:oe ?;^=i, si trova : 



(I.), 



l^''£t't£-^rzrpi""£'\(f' ■»)/,('«)'!". 



\.a-v + d> + 



at A-/ 



^ + iy 



9.C'. +) 



(■■■) 



Da queste equazioni si crae subito ; 

_/w 3^; a»f\ 






2d±.A 
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E da queste ricaviamo : 

e (/, |)^K^+3f-) fp^p r (^"-'-y uux 

^ j e.a^)=5<H:2^ fp^P r f-'-f^)' tdtx 

Possiamo quindi scrivere le formole finali : 

^ Jo ^ Vo (X+3(*)X«' -«"") -4(5^+(^)*'''<' 

^ /-"r/at/ , ar , a»'\ , x+t*L < /at7,aF,a?r\ "iw-p.. 
^ /"«r/at7 , ar , a»^\ , x+[a ^ < / at7, aF,a?r\ "l^^.ps. 

■^ Jo ^ Vo (X+3(i)'(«'*-«-'*) -4(^+l*y'^*<' 

I K^+3t^) fpjp r (e'^+.-'>)(.'^-e-'0 ^ 

^ '^ Jo '^ Vo (X+3t*)'(«' -«''*) -4(>+(*)'*'<' 

xrr(l^^+^^ Mii^_j_/at7 aF^\ ij^^^y,^ 



6) 
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Lc (7') insieme alle (10) e alle (12) risolvono completamcntt il 
probleina cbe ci siamo proposti e la verifica a posteriori della solazione 
& abbasunza agcvole percbfe noi vi insisiessuno *), 



5. Secondo mttodo. — Alk soltmone precedente del problema prq» 
sroci, se ne pu6 sostinure un'altra che ^ forse auche piCi spcdita, partcndo 
dalle fonnole foiidameauU : 

8is(i Jg dn 
1 + |» r^,dG , 



»= u- 



21L ' 



vi=W- 



(■3) 



2C 



8it|i J, dn 



~ dj: "'■ ajy "•" d< -' 

che valgono per qualunque corpo elastico, isotropo, deforniato, di cui 
si indichi con o la super6cie estenia, e, nelle cui formole, G ^ la fimzioae 
di GftEEN, n la normale interna a a, mentre Cutti gli altri simboli coq- 
servano il precedente significato. 

Supponiamo che [/, V, W sien date sempre dalle (10) e si pongi 
sempre ; 







*) Sviluppando, nelle formole ottenute, la JoQR) secondo U ()), la soluiione tro- 
van in quesu Nota si porta a coincidere con quella data nella Memoiia piti vdte da^ 
Come in quella Memoria anche qui la determinazione di B si pub otienere oin meui 
al^brid. Viceversa, £ chiaro che, con tievi modilicazioni nelle fonnole di panenu, ^e 
racilmciite si ivoigono. si pu6 sostiiuire il metodo algebcico coU segulto, per U deto- 
I. col metodo segulto in quejta Nota. 

••) Aonali di Matematica, t VIII, s. Ill, form, (s") c (7). 
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Possiamo allora scrivere immediatamente 
/ I r..dG 



- A'/ 



da 



/>«o /*» -/(fc-t) ^-i{h—x) /•air 



I /v.dG 



Sostituendo queste espressioni nell*ultinia delle (13), notando che nel 
nostro caso: 

J d 
4 



^ I d /• .rfG , I /• dedG . , . 

come subito risulta dalle espressioni costruite per le quantiti che com- 
paiono nei primi membri, sotto i segni di derivazione, ed andando al 
limite per :( = o e :( = A, si ritrovano precisamente le equazioni (11) 
e la soluzione del problema si completa come sopra. 

£ chiaro che, anche seguendo quest' ultimo metodo, volendo, si pu6 
determinare 6 con mezzi algebrici. Del resto pu6 condursi la soluzione 
a questo modo. Supposto che sia: 

(17) < " •'l. 

o «/0 

si trova : 

x6.(/, if) = / cos 4- 0. 0, if) = /costj- r«,(0/„(«0"i< 

+ 4Z» jf K(Ocos(v + 1)1 + b,ii)stxi(y + i)^]Utr)tdt 
+ -^%,£Mt)cos(y - 1)1 + ^(Osen(v - i)if]J,(tr)tdt 

Rtmd, Ck€, iltflM. FdUuM, t. XVIII (1904). — SumpAto il 4 noTembre 1904. 4* 
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(i8> 



e facendo uso delle formole : 

con delle integrazioni per pard^ $i trova : 

xe.(/, 4,) = - ■^cos^fa:(t)JXtl)tdt 

purchfi si ritenga a_, = i^ = o e dove gli accepti sono da ritenersi come 
segni di derivazione. Analogamente $i costruiscono x6^(/, ij/), ^8^(1, ij/), 
>^2G> 4/). Ci6 fatto, si costruiscono immediatamente tutte le funzioni 
aroioniche che compaiono nelle (13) e si trova: 

■f-T?v/ ,.>J-.* i [^+^X..(0+(^i>v-(0+toL.(0-to;,.(OK 

+ [(v +0^..(0 + (V - i)*v-.(0 + '^.(0 - <*;_.(OJsen v;!/,(fO^ 



cos 

2 






+-Tivrir-Tri;l[^+i>...(0+(v-i>,_.(0+'''LX')-'«L.(OWi 

— ■n^^—d(i = senJ/ / r r—a'(t)J,(tl)tdt 

'(I'-O --<(l>-0 

Als 



f-f Iv / ,> -,. {[-(v+iX.,(0+(v-iX_.(0-<<..(<)-K- 

^ " Jo « ~« 

+ [(V + Otv..(0 - (V - i)*v-.(0 + '^L.(0 - '^L.O)] cos v^j/.oo 



-^sen + y^f^— ^%;(0/.0/)M 



« 






SULL'eQUILIBRIO DI UNJL tiASTRA ELASTIQA, ISOTROPA, INDEFINITA. ffy 

porchfi si rieeftg^ «__, = b^ = b_^ = fl_, == b^ = b_^ = o. OoSl si po^ 
sono ritenere costruiti i valori di Uy Vy w per mezzo <leile fuazioai ii> 
determinate a, fr, a, i. Per determinare qdeste fanaidni, osserviamb cbe, 
per le (i6), Tultima delie (13) si pu6 scrivere 

~ djc d^ d!(^ ' 
Ora, con calcolo semplicissimo, si trova 

dp ^d^ 4-Kj/df an d;( 

quindi la (19) diventa 

(19') ( +!:»/ (,. > _ ^-»)a K (0 cos v4> + ^, ( sen Avmm 

Se siipponiamo di aver riddtto I'espressione 

dU ., dV ,. dW 

dx ^ dy d:( 
alia forma 

ZJ -pr-pr- [«v (0 COS v-H- 6,(0 sen v4<]/, (to ''ii 

+ |:vy '>>~^„a ^(Ocosv>l> + 6.(0senv<H/,(r/)<dJ, 

il che si raggiunge con tutta facility, si ottengono subito le equazioni se- 
guenti per detefminare ^v(0> ^(0- 

=i^(,»'_e-»')[e»'a,0)-a.(0]. 
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e scambiaodo Ic a cod le b si onengono le altre due equazioDi chc ser- 
vono 2 determinate &,(') ^ ''.(0- ^^ qucste cqiuzioni coincidono p«l«- 
Utnente con i^uelle trov^te ueUa Memoria pid volte citata. 

6. pTi^lenui dtU'i^uilibru) dastico ntl caso in cui, in supcrjicie, sitn 
dale U Uiuumi. Primo meUMio. — Pamamo dalle etjiiaziom (£) derivite 
rispeno a ^: 



,du > + [* 3 ao _ 



o, . 



\*>} 




3x31+ aydt 


+ 51 al- 


51 


e dalle coadiuoni in superficie : 








su a, 


^=--(lf- 


=r V M = 


-(li + ".) 


(«) 


... 


- -a-i- 


3ti> 


<li+4 



N = 19 + a|i 



S?' 



acauistaao i valori -;:— , -r-, 



rispetdvamente eguali alle funzioni armonicbe : 



dove L, Af, N sono le componenri JeDc tensioni, secoado gli assi coor- 
dinati, applicate ai panti di ff, e di i,. Le condizioni in superficie mostnao 

che te funzioni armoniche che "" * " - ■"" — ' — '-- 

dw 

l + „, «_„, J_iL6 

5i J93> 1^ indicando le funzioni armoniche che su », acquistano i valori 
— L, — M, — A", c su Cj Z,, A/, N. Con ragionamento analogo a 
quello fano a proposito del primo probtema tranato, ^mo condotti 
a porre : 

d^ 2|» 2n 



/ 30 36.\ 
l^5i-*37)' 



^^ 
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■5— I indica la parte 

di ^ che si annulia su a, , mentre su a^ acquista gli stessi valori di ^— . 

II probiema propostod sari completamente risoiuto se determiniamo 
^1 > ^2 ^ ^ dalle equazioni : 

^^4; ) d;c~2(xVd;t dx) 2 dx 2(i dxLV^^A ^d' 

Tuldtna delle quali ^ stata onenuta con I'aiuto della relazione 

L'ultima delle (24) serve a determinare 6. Nota 6, le prime due delle (24) 
stesse, integrando rispetto a ;j, ci determinano ty, e iff^ e le (23), inte- 
grando ancora rispetto a [y ci determinano u, v, tu. 

Per determinare 6 poniamo -^— = ©. Se poniamo allora, come prima: 

o^ 

e = e. + e, 

avremo : 

+^^p^p j° ^'" y2^;!.>>7 '"^^ ^'jy^^^' -)joQR)d'^, 

per cui la terza delle (24), al limite, per ;( = o e per :( = jb, ci di : 



(k> 



(26) 



©.a i')- v/"p'^p/"7r37n''^'y'\(p. «)/oOi?)'i« 



okkiio TkbOVK. 



(»?: 



Da queste eqtLoioai si rian: 



e quiadi: 



(28) 






I 



.s^^4 



II problema propostoci k cosi completamente risoluto *). 



*) Anche nel problems ora risoluto, 4 pu6 detenninirsi con mezzi algebiid Ri- 
udiamo allora nella soliuione esposta ndla Memoria pill volte duta. 
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7. Secondo metp^. — II problema or pra risoluto pu6 pure trattarsi 
pii!i speditamente facendo uso. delle formole (8) delia Memoria citata al 
tf^ 5, o, m^lio ancora, applicando le (13) all^ eq.uazioai(6'). Vpgliamo 
esporre brevemente questa soluzione, seguendo h seconda di queste vie 
che ci permette di fare pid largo uso dei risultati gii ottenuti. 

Mantenendo le notazioni precedentemente introdotte abbiamo intamo 
per le (6') : 

du _ I /• dudG J '^ -f" P- o I ^ + (* r -ia^^ 



^T^JcT^^^OX^dn 2\L 8 TT (A Ja,^a^ dfl 



e per le condizioni in superficie (22), anche : 

o:^ 2(1. ^ ^ 2[i ^ o'n\Lja,^^ dn 

|!!i = A_2.e-ii--ii(,e_/,e,). 

dl 2\L 2[L 2(1.^^ ^' 

Ed il problema sari risoluto se riusciamo a determinare o,, ^r^, 6 
dalle equazioni : 

d:^ 2[x.\d)^ dx, J 2[Ldy 2[x. \ 5)' ^^/ 

' 2fA d}f SwfA d^Jr,^^^ dn 

?;( 2p.\3;( dx J '^ 2[Ldx 2 (a \ 5:^ dx) 



(30) 



- , ,8e 1 /d /• p^dG . , d /• ^dG. \ 
•' d/ 4«\oV„,+<,j dn ' ayj^.+o^ dn f 

Queste equazioni mostrano che, anche per questa via, nota e quindi 
6, sono note ty, e ty, dalle due prime delle (30) integrando rispetto a 
;^ e quindi, dalle (29), u, v, t(; con un*altra quadratura. D problema t 
cosl ridotto a determinare 6 dalla terza delle (30). Se oja supponiamo 
che O sia 4at^ dalle (25), gli integrali : 
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I /■ ,^dG , I r dG , 

4 t: J,, -o, an 47: ^,7,-^, d n 

saranno dati dalle prime due delle (ij), salvo a catnbiare 8, 6,, 9, 
e, H,, B^. Se poi osserviaroo che 

4icVdJ;./,,.a, (in oyJi,,*a, dn f ' 4t./9,.o, op dn 
la terza delle (30) divcnta 



le+l 



'dp J 






/ag ajga aa\ 
i\ai "•" a> "^ a^/' 



a^ 



(3>) 

' "i + i'V 

e quindi andando al limite per ^ = e ^ = /) si ottengoDo precisamentc 
le equazioni (26). A questo punto la soluzione si condnua come prinu. 
E quasi ioudle aggiungere che, anche sotto quesra forma, il pro- 
bleiiia pui) risolversi con I'aiuto di mezzi algebrici solunto. Del res[0 
1100 c'^ che da ripelerc, con lievi iiiodiHcazioni, quello che abbiamo detto 
a proposho del prlmo problcina nella seconda parte del vf j. 

8. Osservaniom. Sui cast del SoMiCLrAUA.— Da tutto quello die ab- 
biamo esposco risulta chiaramentc che, malgrado, fin'ora, non si avesscro, 
sui problem! tratcui, che dci ceniii iiicompied, essi sono tutu^^a da porsi 
fra i problenii piii sempHcl di cquilibrio elasdco. 

I diversi metodi esposti per ottenerne le soluzioni sono egualmente 
buoiii sc le forze di massa sono nulle; ma se le forze di massa sono 
diverse da zero, forse, il metodo piii opportune ^ quello esposto nelb solita 
Menioria, mentre il prime di quelli esposti in questa Nota e insufficiente. 

Quest! metodi sono applicabili, naturalmente, anche alb risoluzione 
dei problem! misti e noi, per darne un esempio, vogUamo dare le so- 
luzione di quei problenii del Somigliana per i quali sono suflScienii le 
formole costruite. 

1°. Caso in cui son dali su ff, e i^ gli ipoitamtnli tanginxysli t U 
teiisioiii normali. — Per risolvere questo problema noi scriveremo le foruiole; 
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di cui le prime due discendono dalle prime due delle (7), mentre la 
terza non t altro che la terza delle (23). Per risolvere completamente 
11 problema basta determinare dall'equazione 

e poichfi -^-t = I — j , cosl si ha $eiiz'altro 



ed ii problema t risoluto. 

2^. Caso in cui son date le tensioni tangem^iali e gli spostamenti nor- 
mali. — Per risolvere quest'altro problema partiremo invece dalle formole: 

9^ 2(1. * * 2\L y-dx dx / ' 

(34) ||l = if-«r.^i±J^(,|?-fe|?.V 

J a:C 2(x ' 2[t \ ay dy J 

che discendono anch'esse dalle (7) e dalle (23). Per risolvere il problema 
bisogna determinare cr,, t?^ e 6 dalle equaadoni: 

, . < ^y ^v- ' 2\f. dx 
^ao_ ^i PI , ^^ , din 

ed anche questo problema h risoluto, non restando che da integrare la 
terza delle (36) rispetto a :( e a scomporre 6 nelle parti 0^ e di 6^, il che 
non o&e alcuna difficoltii. 

Osserviamo infine che, se nelle soluzioni ottenute facdamo tendere 
b all'infinito, troviamo altrettante soluzioni di problemi corrispondenti di 
equilibrio elastico pel semispazio. 

Gcnova, 29 giugno 1904- 

Orazio Tedonb. 
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CIRCOLO MATEMATICO PI PALERMO. 
ESTRATTI DAI VERBALI DELLE ADUNANZE *). 



ADUNANZA DEL la GIUGNO 1904. 

CProidlnti <lil Piuidulc Albcsglul). 

Oorrlspondenza. — Con lenere del 15 maggio e 9 giugno 1904, i signori Peat 
Francesco Gerbaldi e Praf. Giovanni Maisano si dimettono da sod dd Cireak 

AmmiSBJoni di auovi soci. — la seguico a doiruuda, a' seiui ddl'An. 9 deflj 
Suruto, e dictro vowiioiii a schedc segrete i signori: Coote Giovanni Mohroi: (Ge- 
nova) e Ing. Comni. Gi«o Delia Rocca di Candal (Roma) soqo riammessi j«i m* 
Ttiidenii del Circolo. — Dictro voluiani 1 scliede segrete, i sigDod: Giovanni Liun 
Conte d'I»)ella (Piletmo), proposto dai sod Albeggiini e GUhxis; Comm. LuiGi Sofio 
(Pftlermo), proposto dai sod AJbeggiam e Gucda; log. Vob. Antokio MoNKaT(Pi- 
Icrmo), proposto dd sod Basile e Poi^cUi (S), »ono elettl scd rtsidtnti. — Dieira ya- 
tarione a sdiede segrete, il Conte Carlo Menasrea, Marchese di Vi! Dora (Chaio- 
biry), proposto dai sod Albeggiaoi e Gucda, i eletio socio non reiideaU. 

AQbri Intami. — II Prbmdemth partcdpa ai sod cbe con leitera del iS nug- 
gio u. s. t Jlata denuiuiata una Conven^Jont ") interveout* tra il i:cssaio Uffido Jl 
PrcsiJetua del Circolo Matematico di Palcimo cd il Diretioie deli'lstituto di Piaci ddU 
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rp- >»4-i^: 1. XVn. pp. iM-iTi. jU-llfl <■ XVHl, pp. iw-«h, ui-u). 
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R. Universitii di Palenno. In seguito a rhe, la Biblioteca del Ciicolo, la quale, per 
deliberadone della cessata Amministrazione, era stata trasportata (29, 30 e 31 mar- 
zo 1904) nd locali del detto Istituto di Fisica, trovasi ora (dal i^ giugno corr.) rein- 
tegrata nella antica sua sede ed in perfetto ordine come prima, grazie alia vigile cura 
del sodo prof. Torelu. 

Memorie e Comunicazioni. 

SEVERI: Sui problemi diterminati risoluhUi colla riga e col compasso (Estratto 
da una Lettera al Prof. F. £nriq.ues). 

DINI : Sugli inUgrali multipli in generdU, e su quelli che valgono per la rappre^ 
seniaxione analitica delle fun:^ioni di piU variahili reali, 

ORLANDO: Sulla deformaiione del suolo elastico isotropo, 

BAGNERA : / gruppi finiti di trasforma:^ioni lineari dcllo spa^io che contengono 
omologii. 

ADUNANZA DEL 26 GIUGNO 1904. 

(Pretidenza del Vice Presidente Gebbia). 

Corrispondenza. — n Conte Carlo Menabrea, Marchese di Val Dora, ringra- 
zia per la sua ammissione a sodo del Circolo. 
Memorie e Comunicazioni. 

FUBINI : Sulle traiettorie di un problema dinamico. 



ADUNANZA DEL 10 LUGLIQ 1904. 

(Presidenza del Presidente Albe^iaill). 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazione a sdiede segrete, il Dottore 
Armando Barbieri (Modena), proposto dai sod Bortolotd e Gucda, ^ detto sodo 
non residente. 



ADUNANZA DEL 24 LUGLIO 1904. 

(PretidenzA del Presidente Albeggianl). 

Meda.glia Guccia. — II Presidente ^ lieto di comunicare ai sod la seguente 
lettera che in data di ieri, 23 luglio 1904, ha ricevuto dal socio Prof. GucaA: 

«Fo noto alia S. V. Ch.™* di avere staWlito un premio per un Concorso Inter- 
« nazionale rivolto ad incoraggiare qualcuna ddle alte e modeme teorie della Geome- 
vtria. Siffatto premio, consistente in una medaglietta ed in una somma di lire 3000 
«(tremila) in oro, sarebbe conferito dal Circolo Matematico di Palermo nell*anno 1908, 
« giusta il giudizio di una Commissione Intemazionale composta di tre membri, nomi- 
« nati dal Presidente della nostra Sodetii, alia quale Commissione si affiderebbe anzi- 
«tutto I'incarico di formulare, in tutti i suoi particolari, il corrispondente Prograomia 
«di Concorso. 

« Pertanto, riserbandomi di versare a suo tempo I'ammontare dd premio anzidetto 
ffnelle mani del Tesoriere dd Circolo Matematico di Palermo, mi rassegno, delk 
«S. V. devotissimo 

G. B. Guccia*. 



II Presidekte, segnaliDdo li sod U notnlc e gcneiosi deKnnlntiione dd udo 
Prof. GucciA, a noine deU'inien Sodei^ accetta con pliuso il dono e&prinicndo il 
coUega i pi^ vivi ringraiismenti. Annuniiii quindi, cht il detto pmnio di il aome H 
• Medaolia GucciAa, e che, in viitd dci poteh conferiiii^. e d'accordo col food** 
tore de! preniio, nomiaa qiwli componeoc la "Commwsione Intern aiiom ale pei Lk 
Medaclia GucciAi I signori: Max NOETHEK, prof. ddl'UniversiU di Erlangen; Hzvu 
PoiMCAftE, prof. deirUniversiti di Patigi; Corrado Segre, prof. dell'UnivnsSli tS 

nr Coogresso Intemazloaala dei Matomatfoi in Heidelberg. - U 

Phesioente paritcipa ai Sad di avert nominati i colle|i^i professori GucciA eVoi- 
TERRfL tjuali rapprcscutsnri II Cin-olo MaiemiDco di Palcmw il III" Congresso btcr- 
nuioaale che si Krri ad Heiddberg dall'S «l I ] »goiKt vcnturo. 

Slemorie e Comunlcazlooi 

PASCAL : Sul Uorma di BXCXlund n(l piano. 

TEDONE: SuU-^MinbriB it una piaitra ehitUa, Ui^tnpa, imUfinita. 



ADUNANZA DEL 14 AGOSTO 1904. 

(Pruidtnll del PruiJ<D» AlbacstUl). 

Hedaglia Oucoia. — 1) Prcsidemte pariedpa ai sod die con leoere iel ) e 
4 corr. i sIgDori NoEmER, Poihcar£ e Segre banno accettato di far parte ddli 
■ CoMMisstoKE Inter NAZI ON ALB per la Medagua Guccia ". A nome dd Cireolo M^ 
temaiico di Palermo il Preddentc esprirae ai tte iUiuiri geomeiri i vivi ringranamcna 
della SodcU. 

in° Congresao tnternazionate dei Matematici in Heidelberg. — D 
Presidente coiiiunica un telepr.inim.i da HciJdlierg, col quale i coUej^i profesori 
VoLTERRA e GucciA annunzlano che ieri, I] agosto 1904, nella seduta di ehimuia 
del 111" Congresso Internazionale dei Matematici fu prodamata Roma sede 
del IV° Congresso {1908), e che in quella occasione vcrri conferita la Medagui 
GucaA dal Circolo Mateinaiico di Palermo. 



ADUNANZA DEL 28 AGOSTO 1904. 

<Pr«iJtnit ill Prttidwi* Albegslwil). 

Ammiseione di nuovi bocL — Su proposta dell' UfGdo di Presidenia il 
Prof. Max Noether (Erlaogen) t electo socio non rtiiitntt. — Dietio votaaone t 
schede segrete il Prof Cyparissos StCphanos (Atetie), proposto dai sod Alb^nrd 
e Gucda, t eletta iodo non rtsideau. 

Memoris e Comunicaaioni. 

AMATO: Sul siiltma di due integrali primi comuni ad una claiit di prMimi. 

STEPHANOS : Sur unt attlgorit d'iqugtitmi fonOiomulUi. 



ADUNANZA DEL ij NOVEMBRE 1904. 

(PraidlDli del PruidcDM AllMgglull}. 

con pTofondo rammanco di il triste anntmno della mortt dd 



■^ 
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sodo Prof. Francesco Chizzoni, della R. Universiti di Modcna, awenuta in Fanano 
(Modena) il 20 settembre u. s. 11 Circolo esprime le sue profonde condog^nze. 

Ck>rri8pondenza. — Con Icnera dd 5 novcmbre 1904, il sig. Henry Bourgbt 
si dimette da sodo dd Orcolo. — Con lettera dd 13 settembre 1904, il Prof. Cypa- 
Rissos Stephanos (Atene) ringrazia per la sua ammissione a sodo dd Circolo. 

Meda.glia Ghiccia. — 11 Presidente comunica il Programma di concorso per la 
Medagua Guccia redatto dalla Commissionb Intbrnazionale [vidi pag. 390]. 

Memorie e Ck>municazioni. 

ORLANDO : Sopra alcune funjymi analoghe alia funiione tU Green per un par 
ralUUpiptdo rettangolo. 

ORLANDO : Sulla deforma\iofie di un solido isotropo limitato da due piani pan 
ralleli, per tensUmi super ficiali date. 

SINIGALLIA : SugU invarianti differeniialu 



ADUNANZA DEL 27 NOVEMBRE 1904. 

(PresidensA del Presidente Albeggiani). 

II Presidente annunda con vivo cordoglio la morte dd sodo Prof. Paolo Paci 
arrenuta in Genova ndle ore pomeridiane dd 19 novcmbre corr. II Ciicolo esprime 
k sue pcofonde condoglianze. 

AHunissione di nuovi flK>cL — * Dietio votazione a schede segrete, il sigaore 
Abbate Bik>uard A. Foutr (Paris), proposto dai sod Andr^ e Gucda 6 eietto socio 

Memorie e ComunioazionL 

MARLETTA : SuU$ curve ra:^umaH del quinto ordine, 

ZAREMBA: Contribution i la thiork d'uns iquation fomctiwnelU di h Pbysiqus. 



ADUNANZA DELL'zi DICEMBRB 1904. 

(PreridMM dd PraeiduKc AlbeggUni). 

Ammleeioiie di nuovi sooL — Su proposta deU'Uffido di Presideoza, il Pro* 
£essore A. Brill (Tulnngen) ^ detto eocio non residenU, — Dietro votaziom a schede 
segretie, i signon : Dr. P. Boutroux (Parish proposto dai sod Poincari e Goocia ; 
A. Hermann (Paris), proposto dai sod Albeggiani e Gucda; Prof. Gian Antonio 
Magoi (Pisa)^ proposto dai sod Albeggiani e Gucda; Dr. A. Guldberg (Cbristiania), 
proposto dai sod Albeggiam e Gucda, sooo eletti sod nom resideniu 

Memerie e ComunicazionL 

MARCOLONGO : Le formule del Saint-Venant per le deformaiioni finiU, 

MARLETTA: Distanxa ed angoli di enti complessu 

DE MONTESSUS : Sur Us fractions continues algibriques. 

NIELSEN: Sur quelques applications intigrales d'une shie de coefficients binomiaux. 
(Extrait d'une Lettre adress6e A M. S. Pincherlb). 

SCHOUTE : Le moment d'inertie d'un complexe 5(fi + i) <2» Vespace £. par rap- 

port d un £,^, de cet B^* 

I Segreuri: 

G. dt SiflKme, B. P. Qkienm. 
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In occasione del IV^ Congresso Internazionalb dei Matematici, che si teiri 
in Roma neli'anno 1908, il Circolo Matematico di Palermo conferiri un premio inter- 
nazionale di Geometria. Questo premio, chiamato «medaglia gucciab (dal nome 
dei sue fondatore), consisterA in una medaglietta ed in una somma di lire 5000 in oro. 

£ noto che, dopo i lavoii ai quali di^ iuogo il Premio Steiner conferito nd 1S82, 
la teoria delle curve gobbe algebriche ^ stata alqtianto trascurata, e che anche i gnndi 
progress! della Geometria moderna, conseguiti coi metodi sintetid, o algebrid, o fun- 
zionali, han lasciato in disparte codesta teoria : di guisa che le questioni fondamentali 
che erano state poste nei lavori citati, ed altre ancora che si potrebbero porre, non 
sono state oggetto di lavori ulteriori. Se poi si passa dallo spazio ordinario agli spizi 
superior!, sorgono per le curve algebriche (in particolare per la loro dassificazione, per 
lo studio delle curve canoniche di genere da to, ecc.) numerose e importanti questioni, 
delle quali nessuno si ^ ancora occupato. D*altra parte, si conoscono ben poche pro- 
posizioni sulle curve gobbe algebriche ottenute limitandosi al campo reale, owero a un 
campo razionale dato. 

Ispirandosi a queste considerazioni (ma senza voler limitare, in alcuna guisa, i 
problem! e i metodi di ricerca), il Circolo Matematico di Palermo, conformeiuente alle 
intenzioni del fondatore del premio, conferiri la vmedaglia gucciab a 

una memoria che fark fkre un progresso essenziale alia teoria 
delle curve gobbe algebriche. 

Nel caso in cui, fra i lavori inviati al concorso, nessuna memoria rdativa a questa 
teoria fosse riconosduta degna dd premio, questo potri^ essere aggiudicato a 

una memoria che fkr& fare un progresso essenziale alia teoria 
delle superficie, o altre variety algebriche. 
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Le memorie destinate al concorso dovranno essere : inedite, redatte in lingua ita- 
liana, o francese, o tedesca, o inglese, e serine (tranne che per le formole) con la 
macchina da scrivere. Munite di una epigrafe, esse dovranno pervenire, in tre esemplari, 
al Presidente del Circolo Matematico di Palermo prima del 1^ Luglio 1907, accom- 
pagnate da un plico suggellato portante sulla busta I'epigrafe adottata e nell'interao 
il nome e Tindirizzo dell*autore. La memoria premiata sar^ inserita nei ti Rendiconti », 
o altra pubblicazione, del Circolo Matematico di Palermo, L'autore ne ricever^ 200 Estratti. 

Qualora nessuna delle memorie presentate al concorso fosse ritenuta degna del 
premio, questo potr^ essere aggiudicato a una memoria sulle teorie anzidette, che 
venisse pubblicata dopo la pubblicazione del presente programma e prima del i^ Lu- 
glio 1907. 

n premio ^ark conferito dal Circolo Matematico di Palermo in conformity al giu- 
dizio di una Commissione internazionale di tre membri, composta dd signori: 

Prof. Max Nobther, dell'Universitii di Erlangen, 
» Henri PoiNCARift, dell'Universitii di Parigi, 
» CoRRADO Sbgrb, dell'Universitii di Torino. 

La lettura del rapporto della Commissione, nonch^ la prodamazione del nome 
dell*autore premiato ed il conferimento del premio si faranno in Roma, nel 1908, in 
una seduta del IV^ Congresso Internazionale dei Matematiq. 



Palenno, il 1° novembre 1904. 



n Presidente del Ckcch MMitmMtieo ii PsUrmo 

M. L Aibeggiani. 
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